TRIANGULOS CABRI
1 al 14 de febrero de 2022

Problema 1035. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un triangulo heptagonal con inradio

r y circunradio R, determinar % probar que % es algebraico, justificar que Q(%) es un cuerpo y calcular

(&) en off)

Solucién:
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Si D es el vértice del heptagono regular que contiene al triangulo ABC tal que el cuadrilatero ABCD es un

trapecio isosceles, como el &ngulo central del heptagono regular es 27” entonces:

2n 5n
AADC=2| ST |52 L gcap= T T apac- 4
B 2 -7 -2 07 -7
y como el cuadrilatero ABCD es un trapecio isdsceles, resulta que:
n=AADC+ ACBA=57”+ACBA: ACBA=277z = AACB=%

Ademas, por razones de proporcionalidad, podemos suponer que el lado del heptadgono tiene longitud unidad,
por lo que, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, resulta que c=1 v,
ademas:

© Como las ecuaciones de la recta paralelaa BC pasando por A y de la bisectriz interior correspondiente
al vértice B son:

AD=0=y+z
BD=0=x-az

entonces, resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, obtenemos que:

D=(:-1:1)
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© Como la ecuacion de la circunferencia circunscrita a dicho triangulo es:
Xy +b?xz+a%yz=0
entonces, imponiendo que el punto D esta situado sobre ella, resulta que:
a(bz—a—l)=0§)b2—a—1=0:>a=b2—1
@® Como, seglin el Teorema del Coseno, se verifica que:

b2=a?+1-2a cos(2—7”)

entonces, resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, obtenemos que:

a=1+2 003(27”)
b=2 cos(%)

Una vez aclarado todo esto, como el polinomio de Chebyshev para n=7 es:

T,(x) = 64x7 — 112x° + 56x3 — 7x

Ty[cos(%)] = cos(n) = -1
entonces, cos(%) es una raiz de la ecuacion:
0 =64x7 — 112x5 + 56x% — 7x + 1 = (X + 1)(8x3 — 4x? — 4x + 1)°
es decir, es una raiz de la ecuacion:
8x3 —4x?—4x+1=0
por lo que:

b3—-b2-2b+1= 8cos3(%) —4cos{%) —4003(%) +1=0

y, por tanto, en todos los calculos que vamos a hacer a continuacion, tendremos en cuenta los restos modulo el
polinomio b®-b2-2b+1:

® Como:
O=(a?Sa:b?Sg:¢c2Sc)=(-1+b+b?:1-2b-2b%2:1—-b-2b?)
entonces:

2 _ 2_—1
RE=O0A" =G D)D)
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y COMo:
2_atbrc)a—bre)atb-c) _ (2+b)2-b)(b-1)°
B 4(a+b+c) B 4
resulta que:
(2+b)(2-b)(b—1)*
P — @eb)e-b)b-n _ A4es(F)-3
R 1 - 4 b=2cos(%) 2
(2+b)(2-Db)

Como, seglin hemos visto anteriormente, cos(%) #—1 es una raiz del polinomio:

T7(X) +1 = 64x7 —112X5 +56X3 — 7x + 1 = (X + 1)(8x® — 4x2 — 4x + 1)*
entonces, también lo es del polinomio:

p(x) = 8x3 —4x? —4x+1

por lo que, haciendo el cambio de variables y = % resulta que % = 5

polinomio:
qly) =8y +28y% + 14y — 7 e Z[y]

y, por tanto, % es algebraico.

4 cos(%) -3

es una raiz del

Como los coeficientes de este ultimo polinomio no tienen factores propios comunes y su reduccion

maodulo 2 (nimero primo):

qly)=1

es irreducible en Z/27, el Criterio de Reduccion nos asegura que q(y) es irreducible en Z[y] vy,

también, en Q[y], segln el Lema de Gauss, lo cual significa que:

Q(%) = Qlyl/(8y® +28y? + 14y - 7)
es un cuerpo, por ser (8y* +28y? + 14y —7) un ideal maximal de Q[y].

; I I ; ; xr .
Finalmente, como R +#0 en Q(R), entonces, es invertible en Q(R) y como:

o) () 24(8) -7

resulta que:

R +u)+7R)-
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y, por tanto:

(6" - Hig) )] At Bl
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