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Problema 1035.- Dado un tridngulo heptagonal con inradio r y circunradio R, determinar r/R; probar
que T /R es algebraico, justificar que Q(r/R) es un cuerpo y calcular (r/R)™* en Q(r/R).

Pérez, M. A. (2022): Comunicacion personal.

Solucidn de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

Segun dijimos ya en el problema 963, de la primera quincena de diciembre de 2020, citando a
la Wikipedia, un tridngulo heptagonal es un tridngulo escaleno obtuso cuyos vértices coinciden
con el primer, sequndo y cuarto vértices de un heptdgono regular (desde un vértice inicial arbi-
trario). Por lo tanto, sus tres lados coinciden
con un lado y con las diagonales adyacentes
mds cortas y mds largas de un heptdgono
R = 51.4286° regular.

Sus dngulos miden A = g,B =24 = 2771

4T
=102.8571° C=14A= "

y

a) r/R es algebraico.

El valor de 8 =r/R es £= 2cosA—3/2.

El detalle del cdlculo, muy prolijo, estd al
final.

Para que ese numero sea algebraico en Q ha
de ser la solucién de una ecuacién polindmica con coeficientes racionales. Aqui basta con en-
contrar un polinomio en Q[x] del cual sea solucién el nimero 2 cos A. Se nos ocurrié pensar
que tal vez le acompafiaran los nimeros 2 cos 2A y 2 cos 4A, pero un simple cdlculo de la su-
ma de los mismos con calculadora nos dio un ndmero decimal, con muy poco aspecto de ra-
cional, con lo que cambiamos esa idea por la de tomar los dngulos suplementarios, o sea, pro-
bar con 2 cos 54y 2 cos 34, como aparece en la Red.

Los coeficientes de esta ecuacidn son los siguientes segun las férmulas de Cardano-Vieta:

1) Las sumas simples: s; = 2(cos A+cos3A4 + cos54) =1,

sen (2nA)
2senA

(a partir de la identidad, paran = 3, cosA + cos34 + ---+ cos(2n — 1)A =

2) Las sumas dobles s, = 4(cos A cos 3A + cos 34 cos 54 + cos 54 cos A)
4 cosAcos3A = 2(cos4A + cos 24) = 2(cos 24 — cos 34)
4 cos3A cos54 = 2(cos 8A + cos 24) = 2(—cos A + cos 24)
4 cos 5A cos A = 2(cos 6A + cos 4A4) = 2(—cos A — cos 34)

Sumando todo resulta s, = 4[cos 24 — (cos A + cos 34)] = 4 [cos 24 — G — cos SA)] =-2

3) Las sumas triples (o producto en este caso):

s3 = 8cosAcos3Acos5A =8cosA (—cos4A)(—cos24) = -1

(En el problema 963 obtuvimos para los cosenos cos A = zb—a; Cos2A = i; Ccos4A = ;—: ).

Con estos valores formamos el polinomio q(t) =t3—t?—2t+1, cuyos ceros son
2cosA,2cos3Ay2cos5A.



Si queremos que sus raices sean éstas, disminuidas en 3/2 debemos hacer el cambio de varia-
blet = x + 3/2.

El polinomio resultante es (x + 3/2)3 — (x + 3/2)% — 2(x + 3/2) + 1, o si queremos que los
coeficientes sean enteros, lo multiplicamos por 8 y sale finalmente

p(x) =(2x+3)>—2(2x+3)>—8(2x+3)+8=8x3+28x2+14x —7

De ello se deduce que efectivamente se trata de un niumero algebraico en el cuerpo de los
racionales.

b) inversode 6 = r/R.

Los elementos de Q (%) = Q(0) son polinomios en & de grado menor que 3; es un anillo iso-
morfo al anillo cociente Q[x]/(p(x)).

Al ser Q[x] un anillo principal, el ideal generado por el polinomio irreducible p(x) es primo y
por tanto maximo en él. Por consiguiente es un cuerpo.

Para hallar el inverso de 8 ponemos 0 = p(8) = (862 + 28-68 + 14) - 8 — 7, de donde re-
sulta% = %92 +40 +2=2/7(4cos A+ 8cos2A + 3)
Y asi tenemos el inverso calculado.

Calculo de la razén r/R.

A) Expresidn trigonométrica.

A partir del drea del triangulo tenemos

abc  8R3-sen A-sen B-sen C
rs=rR(senA+senB+senC)=E= s

r 2-sen A-sen 2A-sen 44
) de donde E =

sen A+sen 2A+sen 44"
Vamos a simplificar esta expresion:
2-senA-sen2A-sen4A = 4 sen?A - cos A - sen 44 = 2 cos A(1 — cos 24) - sen 44
sen A + sen 2A + sen 4A = sen 6A + sen 2A + sen 44 = 2sen 4A - cos 2A + sen 44 = (1 + 2 cos 2A) - sen 4A.

Tenemos ahora:

r 2-senA-sen2A-sen4A 2cosA(1— cos2A)
= = *

R senA+sen2A+sen4d 1+ 2cos24

El punto clave del cdlculo es el siguiente:
B) 2-cos2A(2-cosA—-1)=1.
En efecto

4 cosAcos24A —2cos2A = 2(cos3A + cosA) + 2cos54 = 2(cos 34
+cosA +cos54) =1

Dividiendo en la expresion (*) por 2 - cos 2A tenemos

r 2cosA(1—cos24) 2cosA(1/(2cos24)—1/2) 2cosA(2cosA—3/2) 2 cos A — 3/2
R~ 1+2cos2Ad 1/(2cos24) + 1 - 2cosA =2cosA =3/

que es la expresién que mas simplificada posible para este valor y es la que se encuentra en
Internet en diversos documentos.m




