TRIANGULOS CABRI
1 al 15 de marzo de 2022

Problema 1039. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un segmento BC, determinar el
lugar geométrico que debe describir el punto A4 para que la A-Soddy hipérbola del triangulo ABC (hipérbola
que pasa por el punto 4 y cuyos focos son los puntos B y () pase por el ortocentro del triangulo 4BC.

Solucion:
Si A es uno de estos puntos, para que pueda existir la 4-Soddy hipérbola del triangulo ABC, debe ocurrir que
A no esté situado sobre la mediatriz del segmento BC, por lo que podemos suponer (en caso contrario se
razonaria de forma totalmente andloga) que »=AC > AB =c Yy, por tanto, cualquier punto P situado sobre esta
hipérbola debe verificar que:
|[PB—PC|=|4AB—-AC| =|c-bl=b—-c

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC:

@® Como el centro de esta hipérbola (punto medio del segmento determinado por sus focos) es el punto

medio L=(0:1:1) del segmento BC, entonces, también pasarda por el punto simétrico

A'=(-1:1:1) del punto 4 con respecto al punto L.

@ Si O0=(0:q:1-¢)(0<g<1) esun punto de interseccion de esta hipérbola con el segmento BC,

entonces:
b—c=|0B-QC| =la(1-q)-aq|=all-2q]
por lo que:
_a—-b+c
b-c=a(l-2q) 9="7,
4 = §)
b—c=ag-1) _a+tb-c
1 q= 2a

y, por tanto, los puntos de interseccion entre esta hipérbola y el segmento BC son el punto
0,=0:a+b-c:a-b+c) de contacto de dicho segmento con el incirculo del triangulo 4ABC y el
punto Q> =(0:a-b+c:a+b-c) de contacto de dicho segmento con el A-excirculo del triangulo
ABC.

® SiJ=({:0:1-1)(0<r<1) esun punto de interseccion entre de esta hipérbola con el segmento AC
(sifuese b <c esta hipérbola cortaria al ssgmento 4B), entonces:

(a—b+c)a+b-c)

b—c=|JB-JC|=JB-JC=[a> (@ +b>—c)N+b 1> —bi=1= >
* (a—b)" +2b2—c2

(el punto J esta situado en el semiplano cuyos puntos distan mas de B que de C)
porloque J=({(a—-b+c)a+b-c):0:4b(b-c)).
Una vez conocidos cinco puntos de esta hipérbola, podemos hallar su ecuacion:

(a—b+c)Na+b—c)y>+(a—b+c)a+b—c)z? +4c(b—c)xy—4b(b—c)xz—2[a> +(b—¢)* Jyz=0
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por lo que, imponiendo que pase por el ortocentro H = (SSc¢ : S4S¢ : $4Sp) del triangulo ABC, resulta que:
S4=0
16(b—c)(—a+b+c)a+b+c)S,(b2Sz+c2Sc)=0= o
b2SB + CZSC =0
Finalmente, considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el punto medio
L del segmento BC y eje de abscisas en larecta BC y tomando como unidad de medida la semilongitud del

segmento BC, si 4=(x,y) (y=0), como:

(a:BC:2
{gjl’l‘){)}) L b=dC= [G—1) 42
I 1c:AB:1/(x+l)2+y2

entonces:
x2+y?=1
6
x2-y?=1

por lo que el lugar geométrico pedido es la union de la circunferencia con diametro BC (lo cual era de esperar,
ya que, en este caso, H=A) y la hipérbola equilatera cuyos vértices son los puntos B y C.
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