Problema 1042.
Sea dado un tridngulo ABC con inradio r y circunradio R y cuyos lados tienen longitudes a, b y c. Probar que:

(a+b)b+c)(c+a) > g
(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c)
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(a+b)(b+c)(c+a) > g
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Sabemos que son ciertas las siguientes desigualdades dadas entre la Media Geométrica y la Media Aritmética:

\/a-bS%(a+b)
\/b-cS%(b+c)

\/c-aS%(c+a)

Por tanto,

Ja%-b2-c?< %(a +b)(b+c)(c+a)—>8abc<(a+b)(b+c)(c+a) (I)

Por otra parte,

Ja@a-b+c)a+b—c)=ya? - (b—c)?<a

Ja+b+c)(a+b—c)=b2—(c—a)’ <h

JEa+b+co)a—b+c)=ct—(a—-h)?<c

Multiplicando estas desigualdades,

JEa+b+c)2@—-b+c)2(@a+b—c)2<abc— (—a+b+c)a—b+c)a+b—c)<abc (I
Uniendo ambos resultados (I) y (II), deducimos que:

(a+b)(b+c)(c+a) - 8abc -
(—a+b+c)a—b+c)la+b—-—c) (-a+b+c)(a—b+c)la+b—c)




) (A+B) (B+C> (C+A>_ T
(2) cos > cos > cos =R
Sean dadas las relaciones siguientes,

<A+B>_ . C_ B+C>_ ) A_ C+Ay | B
cos 5 —smz, cos( 3 —smi,cos( )—smi

Asi entonces podemos expresar la desigualdad (2) del modo:

A+ B B+C> C+A>_r®_A . B _C_r
COS( 5 ) COS( > COS( > _ﬁ SII’IE smi Slni—ﬁ

A A B B cC C\ r A B C
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2 B C = T A B C
8 send - senB - senC = iR cos > cos > cos >
Ahora bien, es conocida la relacion
A B C
4 cos—:cos—-cos— = sinA + sinB + sinC
2 2 2
Por tanto,
1 r A B r
—sinA - sinB - sinC = —- cosE . cosE . cosE & sinA - sinB - sinC = R (sinA + sinB + sinC)

Sustituyendo

g = & 'B—b e =
sin —ZR,sm = ; sinC =

2R 2R
) ) . r . ] ] abc r a+b+c abc a+b+c
smA-smB-smC=ﬁ-(smA+smB+smC)<:>@=ﬁ- R = AR =r-T

Ahora bien, las dos Ultimas expresiones son idénticas e iguales al valor del area del AABC:

[ABC]—abC— a+b+c
2R T 2




