
Problema 1042. 

Sea dado un triángulo ABC con inradio 𝑟 y circunradio 𝑅 y cuyos lados tienen longitudes  𝑎, 𝑏 𝑦 𝑐. Probar que: 
 

 1             
 𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐 (𝑐 + 𝑎)

 −𝑎 + 𝑏 + 𝑐  𝑎 − 𝑏 + 𝑐 (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)
≥ 8  

 

 2      cos  
𝐴 + 𝐵

2
 ·  cos  

𝐵 + 𝐶

2
 ·  cos  

𝐶 + 𝐴

2
 =

𝑟

4𝑅
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 𝟏             
 𝒂 + 𝒃  𝒃 + 𝒄 (𝒄 + 𝒂)

 −𝒂 + 𝒃 + 𝒄  𝒂 − 𝒃 + 𝒄 (𝒂 + 𝒃 − 𝒄)
≥ 𝟖 

Sabemos que son ciertas las siguientes desigualdades dadas entre la Media Geométrica y la Media Aritmética: 

 𝑎 · 𝑏 ≤
1

2
(𝑎 + 𝑏) 

 𝑏 · 𝑐 ≤
1

2
(𝑏 + 𝑐) 

 𝑐 · 𝑎 ≤
1

2
(𝑐 + 𝑎) 

Por tanto,  

 𝑎2 · 𝑏2 · 𝑐2 ≤
1

8
 𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐  𝑐 + 𝑎 → 8𝑎𝑏𝑐 ≤  𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐  𝑐 + 𝑎    (𝐼) 

Por otra parte,  

  𝑎 − 𝑏 + 𝑐 (𝑎 + 𝑏 − 𝑐) =  𝑎2 −  𝑏 − 𝑐 2 ≤ 𝑎 

  −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 (𝑎 + 𝑏 − 𝑐) =  𝑏2 −  𝑐 − 𝑎 2 ≤ 𝑏 

  −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 (𝑎 − 𝑏 + 𝑐) =  𝑐2 −  𝑎 − 𝑏 2 ≤ 𝑐 

Multiplicando  estas desigualdades, 

  −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 2 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 2 ≤ 𝑎𝑏𝑐 →  −𝑎 + 𝑏 + 𝑐  𝑎 − 𝑏 + 𝑐  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 ≤ 𝑎𝑏𝑐  (𝐼𝐼) 

Uniendo ambos resultados (𝐼) 𝑦 (𝐼𝐼), deducimos que: 

 𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐 (𝑐 + 𝑎)

 −𝑎 + 𝑏 + 𝑐  𝑎 − 𝑏 + 𝑐 (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)
≥

8𝑎𝑏𝑐

 −𝑎 + 𝑏 + 𝑐  𝑎 − 𝑏 + 𝑐  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 
≥ 8 

 

  



 𝟐      𝐜𝐨𝐬  
𝑨 + 𝑩

𝟐
 ·  𝐜𝐨𝐬  

𝑩 + 𝑪

𝟐
 ·  𝐜𝐨𝐬  

𝑪 + 𝑨

𝟐
 =

𝒓

𝟒𝑹
 

 
Sean dadas las relaciones siguientes, 

cos  
𝐴 + 𝐵

2
 = sin

𝐶

2
;  cos  

𝐵 + 𝐶

2
 = sin

𝐴

2
;  cos  

𝐶 + 𝐴

2
 = sin

𝐵

2
 

Así  entonces podemos expresar la desigualdad (2) del modo: 

cos  
𝐴 + 𝐵

2
 ·  cos  

𝐵 + 𝐶

2
 ·  cos  

𝐶 + 𝐴

2
 =

𝑟

4𝑅
⇔ sin

𝐴

2
· sin

𝐵

2
· sin

𝐶

2
=

𝑟

4𝑅
 

 

 cos
𝐴

2
· sin

𝐴

2
 ·  cos

𝐵

2
· sin

𝐵

2
 ·  cos

𝐶

2
· sin

𝐶

2
 =

𝑟

4𝑅
· cos

𝐴

2
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𝐵

2
· cos

𝐶

2
 

1

8
𝑠𝑒𝑛𝐴 · 𝑠𝑒𝑛𝐵 · 𝑠𝑒𝑛𝐶 =

𝑟

4𝑅
· cos

𝐴

2
· cos

𝐵

2
· cos

𝐶

2
 

 

Ahora bien, es conocida la relación  

4 cos
𝐴

2
· cos

𝐵

2
· cos

𝐶

2
= 𝑠𝑖𝑛𝐴 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐶 

Por tanto,  

1

8
𝑠𝑖𝑛𝐴 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 =

𝑟

4𝑅
· cos

𝐴

2
· cos

𝐵

2
· cos

𝐶

2
⇔ 𝑠𝑖𝑛𝐴 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 =

𝑟

2𝑅
·  𝑠𝑖𝑛𝐴 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐶  

 Sustituyendo 

𝑠𝑖𝑛𝐴 =
𝑎

2𝑅
;  𝑠𝑖𝑛𝐵 =

𝑏

2𝑅
;  𝑠𝑖𝑛𝐶 =

𝑐

2𝑅
 

𝑠𝑖𝑛𝐴 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 =
𝑟

2𝑅
·  𝑠𝑖𝑛𝐴 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐶 ⇔

𝑎𝑏𝑐

8𝑅3
=

𝑟

2𝑅
·
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2𝑅
⇔

𝑎𝑏𝑐

4𝑅
= 𝑟 ·

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
 

 

Ahora bien, las dos últimas expresiones son idénticas e iguales al valor del área del ∆𝐴𝐵𝐶: 

 𝐴𝐵𝐶 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑅
= 𝑟 ·

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
 

 


