
Problema 1042.  (propuesto por Miguel-Ángel Pérez García-Ortega) Dado un triángulo  ABC  con inradio  r  y
circunradio  R  y cuyos lados tienen lontitudes  a,  b  y  c,  probar que:
 


(a  b)(b  c)(c  a)

(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)  8

 cos A  B
2 cos B C

2 cos C  A
2  r

4R

Solución:

 Tenemos que probar que:

8(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)  (a  b)(b  c)(c  a)

lo cual vamos a hacer en dos pasos:

 Como:








0  a  b  c
0  a  b  c
0  a  b  c

utilizando la desigualdad existente entre la media aritmética y la media geométrica, resulta que:















0  (a  b  c)(a  b  c) 
(a  b  c)  (a  b  c)

2  c

0  (a  b  c)(a  b  c) 
(a  b  c)  (a  b  c)

2  b

0  (a  b  c)(a  b  c) 
(a  b  c)  (a  b  c)

2  c

por lo que, multiplicando término a término estas tres desigualdades, obtenemos que:

(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)  abc

y, por tanto:

8(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)  8abc

 Como    y    utilizando la desigualdad existente entre la media aritmética y laa  0, b  0 c  0,
media geométrica, resulta que:














ab  a  b
2

bc  b  c
2

ca  c  a
2












0  2 ab  a  b
0  2 bc  b  c
0  2 ca  c  a

por lo que, multiplicando término a término estas tres desigualdades, obtenemos que:

8abc  (a  b)(b  c)(c  a)
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Finalmente:

8(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)
1
 8abc

2
 (a  b)(b  c)(c  a)

 Según el Teorema del Coseno:














cos A  a2  b2  c2

2bc

cos B  a2  b2  c2

2ca

cos C  a2  b2  c2

2ab

por lo que, como:



















cos A  B
2  cos  C

2  cos 2  C
2  sin C

2  1  cos C
2 

(a  b  c)(a  b  c)
4ab

cos B C
2  cos   A

2  cos 2  A
2  sin A

2  1  cos A
2 

(a  b  c)(a  b  c)
4bc

cos C  A
2  cos   B

2  cos 2  B
2  sin B

2  1  cos B
2 

(a  b  c)(a  b  c)
4ca

resulta que:

cos A  B
2 cos B C

2 cos C  A
2 

(a  b  c)2(a  b  c)2(a  b  c)2

64a2b2c2


(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)

8abc

Además, si llamamos    al área de este triángulo, como:















r 
(a  b  c)(a  b  c)(a  b  c)

4(a  b  c)

R  abc
4

  r a  b  c
2

entonces:

cos A  B
2 cos B C

2 cos C A
2  4r2(a  b  c)

32R  8r
32R  r

4R
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