TRIANGULOS CABRI
16 al 31 de marzo de 2022

Problema 1042. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un tridngulo ABC con inradio r y
circunradio R y cuyos lados tienen lontitudes a, b y c, probar que:

(a+b)(b+c)c+a) .
(-ra+b+c)la-b+c)la+b-c) =

@ cos(A52 Joos( B35 Joos(S34) = 45

Solucién:
@ Tenemos que probar que:
8(-a+b+c)a-b+c)a+b-c)<(@+b)b+c)c+a)
lo cual vamos a hacer en dos pasos:

O Como:

O<-a+b+c
O<a-b+c
O<a+b-c

utilizando la desigualdad existente entre la media aritmética y la media geométrica, resulta que:

0<J(-a+b+c)la-b+c) < (-a+b+c)+(@a—-b+c) e

0< J(ca+b+c)a+b—-c) < (catb+c)+(@atb-c) _

(@a-b+c)+(@+b-c)
5 =c

b

0</@@-b+c)a+b-c) <

por lo que, multiplicando término a término estas tres desigualdades, obtenemos que:
(-a+b+c)a-b+c)a+b-c)<abc
y, por tanto:
8(-a+b+c)a-b+c)la+b-c)<8abc

® Como a>0,b>0 y c>0, utilizando la desigualdad existente entre la media aritmética y la
media geomeétrica, resulta que:

a+b
Jab <=5 0<2J/ab <a+b
ﬁgbzc =< 0<2/bc <b+c
ca<CJ2ra 0<2/ca <c+a

por lo que, multiplicando término a término estas tres desigualdades, obtenemos que:

8abc<(a+b)(b+c)c+a)
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Finalmente:

8(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)§8abc§(a+b)(b+c)(c+a)

Segun el Teorema del Coseno:

_ —a’+b%+¢?
COSA= 2 290 2
_a‘-b°+c
cosB = 2 2@9 2
_a‘+b*-c
cosC = 2ab
por lo que, como:
Cc

cos(A—JZFB) = cos( L Cj = cos(

cos(BJZFC) =cos(”£A) =cos(

J(—a+b+c)(a—b+c)
4ab
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\/(a—b+c)(a+b—c)
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cos(%) = cos( T > B) = cos( )

[1—cosB _\/(a+b—c)(—a+b+c)
2 - 4ca

resulta que:

cos( A58 o 5L )cos( CA) - | E22020 abrc) arb—o)

_ (a+b+c)@a-b+c)a+b-c)
- 8abc

Ademas, si llamamos A al area de este triangulo, como:

r=\/(_a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

4(@+b+c)
_ abc
R="A .
_fatb+c
A‘r( 2 )

entonces:

A+B)COS(B+C)COS(C+A) _4r’(at+b+c) _ 8rA _ r

Cos( 2 2 2 32RA  _ 32RA _ 4R
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