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Para la primera parte del problema usando el teorema del coseno, transformamos la expresión del 
segundo miembro; se tiene así: 

(𝑎ଶ − 𝑏ଶ + 𝑐ଶ)(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)

𝑎ଶ(−𝑎ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐ଶ)
= 

=
2𝑐𝑎 cos 𝐵 ·  2𝑎𝑏 cos 𝐶

𝑎ଶ · 2𝑏𝑐 cos 𝐴
 

=
2 cos 𝐵 cos 𝐶

cos 𝐴
 

Habremos de demostrar que 

𝐷𝑀

𝑀𝐴
=

2 cos 𝐵 cos 𝐶

cos 𝐴
 

En el triángulo 𝐴𝑀𝐸, cuyos ángu-
los son 90 − 𝐶, 90 − (𝐵 − 𝐶) y 𝐵 
respectivamente, según el teore-
ma de los senos tenemos 

ெ஺

ୱୣ୬ ஻
=

௖·ୡ୭ୱ ஺

ୡ୭ୱ(஻ି஼)
, de donde 𝑀𝐴 =

஺஽·ୡ୭ୱ ஺

ୡ୭ୱ(஻ି஼)
.  

Por otra parte se tiene 𝐷𝑀 = 𝐴𝐷 − 𝑀𝐴 = 𝐴𝐷 ቂ1 −
ୡ୭ୱ ஺

ୡ୭ୱ(஻ି஼)
ቃ, de ahí (1) 

𝐷𝑀

𝑀𝐴
=

cos(𝐵 − 𝐶) − cos 𝐴

cos 𝐴
=

2 cos 𝐵 cos 𝐶

cos 𝐴
 

 

Para probar la segunda parte, aplicamos la primera a cada fracción y tenemos 

                                                           

(1)
  
cos(𝐵 − 𝐶) − cos 𝐴 = −2sen ቀ

஻ି஼ା஺

ଶ
ቁ sen ቀ

஻ି஼ି஺

ଶ
ቁ = −2sen (90 − 𝐶)sen (𝐵 − 90) = 2 cos 𝐵 cos 𝐶 

 



஽ெ

ெ஺
=

ଶ ୡ୭ୱ ஻ ୡ୭ୱ ஼

ୡ୭ୱ ஺
,  ாே

 ே஻
=

ଶ ୡ୭ୱ ஼ ୡ୭ୱ ஺

ୡ୭ୱ ஻
,  ிÑ

Ñ஼
=

ଶ ୡ୭ୱ ஺ ୡ୭ୱ ஻

ୡ୭ୱ ஼
 

 

Y para el producto 

𝐷𝑀

𝐷𝐴
·

𝐸𝑁

𝑁𝐵
·

𝐹Ñ

Ñ𝐶
= 8 · cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 

Lo que tenemos que demostrar es pues, ସఘ

ோ
= 8 · cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶. 

El triángulo tangencial de 𝐴𝐵𝐶 está formado por las tangentes en los vértices a la circunferencia cir-
cunscrita. Claramente es el triángulo de contacto interior para éste, de ahí podemos obtener sus lados y 

ángulos.  El ángulo en 𝐴, es ∢𝐴 = 90 −
஺ᇲ

ଶ
, de donde 𝐴ᇱ = 180 − 2𝐴, resultando así semejante al trián-

gulo órtico. 

En el vértice 𝐴’ del triángulo tangencial se forma un triángulo isósceles, cuyos lados iguales son 𝑠’ − 𝑎’ 
(𝑠’, 𝑎’ semiperímetro y lado del triángulo tangencial). Así pues el lado opuesto a este vértice (el lado 
𝐵𝐶 = 𝑎 del triángulo inicial) mide 𝑎 = 2(𝑠ᇱ − 𝑎′) · cos 𝐴, de donde 

𝑠ᇱ − 𝑎ᇱ =
௔

ଶ·ୡ୭ୱ ஺
=

ଶோୱୣ୬ ஺

ଶ·ୡ୭ୱ
= 𝑅 · tan 𝐴. 

Entonces 𝑐’ = (𝑠ᇱ − 𝑎ᇱ) + (𝑠ᇱ − 𝑏ᇱ) = 𝑅 · (tan 𝐴 + tan 𝐵).  

El homólogo del triángulo órtico mide 𝑅 · sen2𝐶 =  𝑐 · cos 𝐶 (la circunferencia circunscrita es la de los 
nueve puntos de radio 𝑅/2). Si llamamos 𝜌 al radio de la circunferencia inscrita en el triángulo órtico, 
tendremos, en virtud de la semejanza 

𝜌

𝑅
=

𝑐 · cos 𝐶

𝑅 · (tan 𝐴 + tan 𝐵)
=

2 cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 sen 𝐶

sen(𝐴 + 𝐵) 
= 2 cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 

con lo que se concluye el problema.∎ 


