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Problema 1043.-

H orthocenter of ANABC

ADEF 1is orthic triangle of & ABC
R is circumradius of & ABC
p is inradius of A DEF
F R
Prove that
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Para la primera parte del problema usando el teorema del coseno, transformamos la expresion del

segundo miembro; se tiene asi:

(a® = b* + c*)(a® + b%* —c?)
a?(—a? + b? + c?)

_ 2cacosB - 2abcosC
B a?-2bccosA

_ 2cosBcosC
- cosA

Habremos de demostrar que

DM _ 2cosBcosC
MA cos A

En el triangulo AME, cuyos angu-
los son 90 - C,90—-(B—-C)y B
A respectivamente, segin el teore-
ma de los senos tenemos

MA _ ccosA AD-cos A

= , de donde MA = .
sen B cos(B—C) cos(B—C)

Por otra parte se tiene DM = AD — MA = AD [1 — co?();fc)]’ de ahi ¥

DM  cos(B—C)—cosA 2cosBcosC
MA cos A a cos A

Para probar la segunda parte, aplicamos la primera a cada fraccién y tenemos

B-C+A

(1) cos(B — C) — cosA = —2sen (T) sen (#) = —2sen (90 — C)sen (B —90) = 2cosB cosC



DM _ 2cosBcosC EN _ 2cosCcosA FN _ 2cosAcosB
NB cos B

) ’

MA cosA Nc cosC
Y para el producto
DM EN FN _3 4 B c
DA NB RC - cos A cos B cos

4
Lo que tenemos que demostrar es pues, ?p =8-cosAcosBcosC.
El tridngulo tangencial de ABC estd formado por las tangentes en los vértices a la circunferencia cir-
cunscrita. Claramente es el tridangulo de contacto interior para éste, de ahi podemos obtener sus lados y
. . A . . i s
angulos. El dngulo en A4, es <4 =90 — Y de donde A’ = 180 — 24, resultando asi semejante al trian-
gulo drtico.
En el vértice A’ del tridngulo tangencial se forma un tridngulo isdsceles, cuyos lados iguales son s’ — a’
(s’,a’ semiperimetro y lado del tridngulo tangencial). Asi pues el lado opuesto a este vértice (el lado
BC = a del tridngulo inicial) mide a = 2(s’ — a’) - cos 4, de donde

' ' a __ 2Rsend

s —a =R -tanA.

- 2:cosA  2-cOS
Entoncesc’ = (s'—a')+ (s'—b") =R - (tan A + tan B).
El homdlogo del tridngulo ortico mide R - sen2C = c¢ - cos C (la circunferencia circunscrita es la de los

nueve puntos de radio R/2). Si llamamos p al radio de la circunferencia inscrita en el tridangulo drtico,
tendremos, en virtud de la semejanza

p c-cosC _2cosAcosBcos( senC
R R-(tanA+tanB) sen(4 + B)

= 2cosAcosBcosC

con lo que se concluye el problema.m



