
Quincena del 1 al 15 de de abril de 2022.  

Propuesto por Thanasis Gakopoulos, Grecia y Juan José Isach Mayo, España. 

Problema 1047.- Dado un triángulo 𝐴𝐵𝐶. Sean 𝑀 y 𝑁 los puntos medios de 𝐴𝐵 y 𝐴𝐶 respectivamente. 
Sean 𝑂, 𝐻 y 𝐿௘ circuncentro, ortocentro y punto simediano; (𝜔) la circunferencia circunscrita de ABC. 
𝑂𝐻 ∩ 𝐴𝐿௘ =  𝑇;  𝐴𝐻 ∩ 𝑂𝐿௘ = 𝑆. 

Si 𝑂𝐻⟂𝐴𝐿௘ entonces probar que: 

1) 𝑎ଶ =
௕రା௖ర

௕మା௖మ ;  2) 𝑂𝐿௘ ∥ 𝐵𝐶; 3) 𝐴, 𝑀, 𝑁, 𝑂, 𝑇 y 𝑆 son concíclicos (circunferencia (𝑔));  4) (𝜔) ∩ (𝑔) = 𝐴. 

Gakopoulos, T. e Isach, J:J. (2022) Comunicación personal. 

Solución de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matemáti-
cas jubilado, de Salamanca. 

Vamos a tomar coordenadas baricéntricas relativas al trián-
gulo 𝐴𝐵𝐶. 

1) A partir de 𝐺 = (1: 1: 1); 𝐻 = (𝑆஻𝑆஼ : 𝑆஼𝑆஺: 𝑆஺𝑆஻);         

𝐿௘  = (𝑎ଶ: 𝑏ଶ: 𝑐ଶ) y  𝜎 = 𝑆஻𝑆஼ + 𝑆஼𝑆஺ + 𝑆஺𝑆஻ ≠ 0 se obtie-

ne 𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 3𝐻 − 𝜎𝐺 = (3𝑆஻𝑆஼ − 𝜎: 3𝑆஼𝑆஺ − 𝜎: 3𝑆஺𝑆஻ − 𝜎) y 

𝐴𝐿௘
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ( 𝑎ଶ: 𝑏ଶ: 𝑐ଶ) −  (𝑎ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐ଶ: 0: 0)

= (−𝑏ଶ − 𝑐ଶ: 𝑏ଶ: 𝑐ଶ) 

La perpendicularidad de estos vectores significa que  

−(𝑏ଶ + 𝑐ଶ)(3𝑆஻𝑆஼ − 𝜎)𝑆஺ + 𝑏ଶ(3𝑆஼𝑆஺ − 𝜎)𝑆஻

+ 𝑐ଶ(3𝑆஺𝑆஻ − 𝜎)𝑆஼ = 0 

Esto es equivalente a  

(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)𝑺𝑨 = 𝒃𝟐𝑺𝑩 + 𝒄𝟐𝑺𝑪      (*) 

Poniendo 𝑆஻ = 𝑐ଶ − 𝑆஺ y 𝑆஼ = 𝑏ଶ − 𝑆஺  y  2 · 𝑆஺ = (𝑏ଶ + 𝑐ଶ) − 𝑎ଶ    resulta: 

(𝑏ଶ + 𝑐ଶ)𝑆஺ = 𝑏ଶ(𝑐ଶ − 𝑆஺) + 𝑐ଶ(𝑏ଶ − 𝑆஺) ⇔ 2(𝑏ଶ + 𝑐ଶ)𝑆஺ = 2𝑏ଶ𝑐 ଶ 

(𝑏ଶ + 𝑐ଶ) · 2𝑆஺ = (𝑏ଶ + 𝑐ଶ)ଶ − 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ) = 2𝑏ଶ𝑐 ଶ, y de aquí se despeja  

𝒂𝟐 =
(𝒃𝟐 + 𝒄𝟐)𝟐 − 𝟐𝒃𝟐𝒄 𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
=

𝒃𝟒 + 𝒄𝟒

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐
 

 

2) Habremos demostrado la propiedad pedida si 𝐴ஶ = (0,1, −1) (punto del infinito de la recta 𝐵𝐶) y los 

puntos 𝑂 = (𝑎ଶ𝑆஺: 𝑏ଶ𝑆஻ ∶ 𝑐ଶ𝑆஼)  y 𝐿௘  están alineados, para ello ha de suceder que sea cero el determi-

nante formado por sus coordenadas. 

0 = อ
𝑎ଶ𝑆஺ 𝑏ଶ𝑆஻ 𝑐ଶ𝑆஼

0 1 −1
𝑎ଶ 𝑏ଶ 𝑐ଶ

อ = อ
𝑎ଶ𝑆஺ 𝑏ଶ𝑆஻ 𝑏ଶ𝑆஻ + 𝑐ଶ𝑆஼

0 1 0
𝑎ଶ 𝑏ଶ 𝑏ଶ + 𝑐ଶ

อ ⇔
𝑎ଶ𝑆஺

𝑎ଶ
=

𝑏ଶ𝑆஻ + 𝑐ଶ𝑆஼

𝑏ଶ + 𝑐ଶ
 

Y esto es lo que hemos expresado en (*). 



Que 𝑂𝐿௘  sea paralelo a 𝐵𝐶 equivale a decir que es perpendicular a 𝐴𝐻; como 𝑂𝐻 y 𝐴𝐿௘  son perpendi-

culares significa que 𝐿௘  es el ortocentro del triángulo 𝐴𝑂𝐻. 

3) Los triángulos rectángulos 𝑂𝑆𝐴 y 𝑂𝑇𝐴 comparten la hipotenusa 𝑂𝐴. Por tanto están sobre la circun-

ferencia de diámetro igual a la hipotenusa. La circunferencia (𝑔) tiene radio igual a la mitad del radio de 

la circunscrita, como la circunferencia de Euler y pasa por 𝐴, 𝑇, 𝑆 y 𝑂. 

Si 𝑀 y 𝑁 son los puntos medios de 𝐴𝐵 y 𝐴𝐶 respectivamente, los triángulos 𝑂𝑀𝐴 y 𝑂𝑁𝐴 también son 

rectángulos con 𝑂𝐴 como hipotenusa, por tanto 𝑀 y 𝑁, están en la circunferencia (𝑔). 

4) Es evidente, pues 𝑂𝐴 es un diámetro.∎ 

 


