Problema n°1049

Considere un triangulo is6sceles ABC (AB = AC) cuyo angulo en A es obtuso y el circulo (I') con centro A y radio
AB.

Sea el punto D sobre la recta [AB] tal que AD = BC con B ubicado entre Ay D.

La recta [CD] interseca (I') en el punto E.

Sea el punto F sobre el segmento AB tal que AF = BE.

Demostrar que el triangulo DEF es isdsceles de vértice E si y solo si el angulo a = <« BAC toma un cierto valor a0
que determinaremos.

Solution proposée par Philippe Fondanaiche
Réponse : le triangle DEF est isocéle de sommet E si et seulement si I’angle ~/ BAC est égal a 100°.

Démonstration
Le triangle ABC et les points D,E,F mis en situation générale se présentent comme suit :

Lemme
Avec ’angle ~ BAC =100°, le triangle DEF est isocele de sommet E et ~ DEF = 120°, ~ EDF = ZEFD = 30°

On trace le triangle équilatéral BCG avec le sommet G de 1’autre c6té de A par rapport a la droite [BC]. Le
triangle BAC étant isocéle, ~ ACB = (180° — 100°)/2 = 40°, il en résulte que £ ACG =40° + 60° = 100° =
ZBAC.

Comme BC = AD = CG, le quadrilatere ADGC est un trapeze isocele. Le c6té DG est donc paralléle a AC et
ZADG = ZCGD =80°. D’ou £ BGD =80°-60° =20° et £ DBG = 180° - 80° — 20° = 80°. Le triangle BGD
est isocele de sommet G et GB = GD = GC. Dés lors £ CDG = (180°- 80°)/2 =50° et ~ ADC =80° - 50° = 30°,
soit £ EDF = 30°



On trace le triangle équilatéral AEH avec le sommet H de 1’autre c6té de C par rapport a la droite [AB].

Comme £ ACD = 180° - 100° - 30° = 50°, ~ CAE =180° - 2*50° = 80°. D’ou ~ BAE =100° - 80° = 20° et

2 BAH =60° - 20° = 40° qui est le double de I’angle £ BEH qui est sous-tendu par I’arc BH dans le cercle de
centre A et de rayon AB. Il en résulte que £ BEH = £ FAE = 20°.Par construction AF = BE et AF = EH, les deux
triangles AEF et EHB sont isometriques. ~ BEH = £/ AEF = ZBAE/2 =10° et «BAE + £ AEF= £ BFE =30°.
Le triangle DEF est donc isocéle quand I’angle ~ BAC prend la valeur 100°.

I1 ne reste plus qu’a démontrer que cette valeur est unique quand I’angle £ BAC prend tout autre valeur comprise
entre 90° (inclus) et 180° (exclu*)

On prend par convention sans perte de genéralité AB = AC = 1.

Lorsque le point C parcourt continiment le quart de cercle du quadrant nord-ouest du cercle de centre A et de
rayon AB,I’angle 2a. = Z BAC varie continlment de 90° & 180°- de méme que les angles 6 = L EDF ete = ZEFD
qui sont reliés a I’angle o par les relations suivantes :

0 = Z EDF = arctangente(sin(2a)/(2sin(a) — cos(2a))

€ = /DEF = arctangente(2cos(o+6)sin(20+26)/(1+2cos(o+d)sin(20+25))

Les courbes représentatives de ces deux angles en fonction de a sont les suivantes : £ EDF en vert et £ DEF en
rouge.:

angles <EDF et zEFD en ® angle

angle | angle EF<DE=1
E E
J BAC DE EF

EDF en "|DFEen ° sinon 0

an
\ 35 2644 ° 90 | 25,2644 28,869 | 0,57735027| 0,69040453
95 |22,5333] 29,2565 0,63394448| 0,62482062
100 30 30 | o0,68304029| 0,6840a029
105 | 27,627 | 29,4539/ 0,72857529| 0,627074
110 | 25,385 | 28,3602 0,76827916| 0,69227058
115 | 23,2509 | 26,8449 0,80372392| 0,70259506
120 | 21,206 | 25,0174 0,83536251 | 0,71452789
125 | 19,2355 | 22,9708| 0,86355598 | 0,72899709
130 | 17,327 | 20,783 | 0,88859402| 074582978
135 | 15,4704 | 18,5176 0,91071024 | 0,76483285
140 | 13,6571 16,2255/ 0,93009258 | 0,78592574
145 | 11,8792 13,9462 0,94629704| 0,20279032
150 | 10,1322 11,7095 0,96124419| 0,8322244
155 | 8,40888 | 9,53687| 0,9722342 | 0,85900679
160 | 6,70495 | 744338 0,98294562 | 0,28590236
165 | 5,01603 | 5,43867| 0,99042953 | 0,91267656
.angle(<BAC) | 170 |3,338063,52843] 0,99576111| 0,9420989
90° 100° 180\\ 175 |1,66725]1,71534| 0,9989418 | 0,97034538

angle( <EFD)
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L’angle £ EDF décroit continlment de la valeur 35,2644..° a la valeur 0° + en passant par la valeur de 30° pour
laquelle £ BAC = 100° tandis que I’angle £ DFE part de la valeur 28,869..° puis s’accroit jusqu’a la valeur 30°
obtenue aussi avec BAC = 100° puis décroit jusqu’a la valeur 0°+ tout en restant toujours supérieur a I’angle

< EDF.

Il en résulte que les cotés ED et EF du triangle DEF ne s’égalisent que lorsque les angles opposés sont égaux a
savoir pour I’unique valeur de I’angle £ BAC = 100°.

Le tableau ci-dessus qui donne les valeurs de DE et EF et dans lequel on fait varier I’angle £ BAC par pas de 5°
confirme ces résultats.

* Le triangle ABC est alors dégénéré en un segment de droite égal au diamétre du cercle de centre A et de rayon
AB).



