TRIANGULOS CABRI
1 al 15 de mayo de 2022

Problema 1051. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un triangulo ABC, se consideran
dos puntos P y Q situados en las rectas BC y CA, respectivamente, tales que:

BP _CQ

BC CA

Las rectas AP y BQ cortan a la circunferencia circunscrita al triangulo ABC en segundos puntos U y V,
respectivamente. Determinar y representar graficamente la curva envolvente de las rectas UV cuando el punto
P recorre la recta BC.

Solucidn:

Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, si P=(0:1-t:t) (teR), larecta
paralelaa AB pasando por P:

tx+ty—(1-t)z=0

corta a larecta CA, cuya ecuaciones y=0, en el punto simétrico Q'=(1-t:0:t) del punto del punto Q
con respecto al punto medio M= (1:0:1) del segmento CA, porloque Q=(t:0:1-t) y, por tanto:

AP=0=ty—(1-t)z
BQ=0=(1-t)x-tz

Ademas, como la ecuacidn de la circunferencia circunscrita al triangulo ABC es:
c2xy+b?xz+a%yz=0

resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones, obtenemos que:

{ U= (a2(1-t)t: =(1 - t)[c2(1 —t) + b2t] : ~t[c2(1 —t) + b2t])

V= (tla?(1-t) +c2t] : —b2(1 - t)t: (L-t)[a?(1 - t) +c2t])

por lo que:

UV =(1-t)[c?(1-t) +b2tlx+t[a?(1 —t) + c?tly—c?(1-t)tz=0
Una vez determinadas las ecuaciones de todas estas rectas, vamos a determinar su envolvente, para lo cual

tenemos que eliminar el parametro t del sistema formado por la ecuacion anterior y su ecuacion derivada con
respecto a t:

(teR)

0=01-0[c2(1-t)+b%tIx+t[a?(1 —t) +c?tly —c?(1 - t)tz
0=1[b%(2t-1) +2c2(1 - t)Ix + [a2(2t — 1) — 2c2t]y + c2(1 - 2t)z

por lo que, despejando t en la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera, obtenemos la ecuacion de una
conica:

b*x? + a%y? + c*z% + 2(a?b? — c*)xy — 2b2c?xz — 2a?c?yz =0
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gue es una elipse con centro (conjugado de la recta del infinito) en el punto:

W = (c2(a? +c?) : c2(b? +¢c?) : 2a?b? + a%c? + b%c? — 2¢*)

_( c?(@®+c?) . c2(b?+c?) . 2a2b2+a2c2+b202—2c4J
“\2(a2b2z +a2c2 + b2c2) * 2(a2bz+a2c2+b2c2) ©  2(a2b? +a2c? +b2c?)

_ a%+c? ) b2 + ¢? . 2a%b? + a%c? + b?%c? —2c¢*
z[af:E’Z +a2+b2) 2(""25’2 +a2+b2) 2(a2b? +a?c? + b2c?)

ya que es no degenerada, pues:

b* a2h? —2c¢* —b?c?
a%b2 —2c* a* —a%c? | =—4c2 %0
—b2¢? —a?c? ¢t

y su discriminante es A = —4c*(a%b? +a%c? + b%c?) < 0. Ademas:

@ Esta elipse corta a la recta BC, cuya ecuacién es x =0, Unicamente (por lo que es tangente a dicha

recta) en el pie X' =(0:c?:a?) de la ceviana correspondiente al vértice A del triangulo ABC del
conjugado isotémico Q3 =(b?:c?:a?) del primer punto de Brocard Q; = (é X c_12 X %) de dicho
tridngulo. Para construir este punto, basta con construir el punto Q,; vy trazar su ceviana

correspondiente al vértice A, que cortaalarecta BC enel punto X=(0:a?:c?) simétrico del punto
X’ con respecto al punto medio L=(0:1:1) del segmento BC.

Esta elipse corta a la recta CA, cuya ecuacion es y=0, unicamente (por lo que es tangente a dicha
recta) en el pie Y' =(c?:0:b?) de la ceviana correspondiente al vértice B del triangulo ABC del
conjugado isotémico Q5 =(c?: a?: b?) del segundo punto de Brocard Q, = (C—lz : a—lz : é) de dicho
triangulo. Para construir este punto, basta con construir el punto €, y trazar su ceviana
correspondiente al vértice B, que cortaa larecta CA enel punto Y =(b%:0:c?) simétrico del punto
Y’ con respecto al punto medio M= (1:0:1) del segmento CA.

Esta elipse corta a la mediana correspondiente al vértice C del tridngulo ABC, cuya ecuacion es
x—y =0, en los puntos:

. ¢z ._c* . 2c?
D:(CZ'CZ""‘ZJFbZ_ZCZ):(aZﬁLb2 " a2+ b2 '1_a2+b2)
E=(c?: 02107 +b7+20) = (S L e e | - T
=(C :c°:a*+b°+2c)= a2+ b2+4c2 a2+b2+4c2 a2 +b2+4c2
siendo:

—> c2 -

CD=—27:p2 (CA+CBJ

e S (RR)

T az+b2+4c2 -
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© Como CAc=b, entonces, BAc = Ja?+b?. Ademés, como BAg=c y BA'=b, resulta que

I b -
BA; = —2— por lo que, de igual forma:
T Jaripr o PO O HE S
" 2
CD, =AD; =BA; = £ 5
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® Como CAc=b, entonces, BAc=,a2+b2. Ademas, como AcB,.=BB'=2c, entonces,

BB = JaZ+b2+4c? y,como BAg=c, resultaque AgAg= L, por lo que, de
Jaz+hb2+4c?
igual forma:
: c?b
CB2 =AEL=BA = 2w a7
o B
B"ac
B«
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@ Como:
— 2 2 2 2 —>
W= | ——2=¢ CA+| ———C CB
2(7+a2+b2) 2( 2 +a2+b2)
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vamos a considerar dos puntos W, y W, situados en las rectas BC y CA, respectivamente, tales que:

—> a2 + c2 —>
CW, = b2 CA
Z(a +az+ bz) -
- : = CW =CW, +CW,
2 2
m _ bb +C CB
FcCam)

© Como CAc=h, entonces, BAc = Ja?+b?. Ademas, como CAg =BAg = ¢, entonces:

BcCyge =BcCy=CB' = ()b =2

2Kh2
por lo que BCype = acl; +a2+b? y,como ACa=b, resultague BCa=BCps = b?+cC?,

! ‘\ b2 + C2 n : 2 2
luego BCyg = a y, por tanto BAg = B';B =| a2 bb e a=CW,.
%E)‘Z+a2+b2 2( +a2+b2)
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® Como CAc =h, entonces, BAc = Ja2+b2. Ademas, como CAg =BAg =c, entonces:
Bccmc280CN:CB/:(%>b=%9

a%bh?

por lo que  BCyge=,/“c; +a?+b? y, como  BBa=c, resulta que
, : , Ja? +c?
BC, =BC=CBa=va*+c?, luego BC,. = 752 b vy, por tanto
aT+a2+b2
BCZ, 2, (2
BC;, = —t8 | ——a=+C b =CW,.
e 2 2(""0'2 +a2+b2)
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® Esta elipse pasa por los puntos X’’, Y”’, D’ y E’ simétricos de los puntos X, Y, D y E,
respectivamente, respecto del punto W.
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