Problema 1052.
Propuesto por Juan José Isach Mayo, Espafia.

A

* AABC isosceles .(AB = AC # BC)
* I,J incenter and A- miztilinear incenter of AABC
*x U, V, W touch points

* D, E, F miztilinear touch points

Prove that:

1 1 £ C,F,D]
AABC is a golden triangle & AB + BC = AZF ;B.D.F,j/l = ¢

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros (Cordoba).

Sean las notaciones habituales, a = BC,b = CA,c = AB.

Una vez realizadas las construcciones pertinentes observamos la semejanza de tridangulos AABC = AAB'C'.
Por tanto, podemos establecer que AB = AC =k-AB; B C =k-BC.

R

Al verificarse que AF = k- AW =k - (s — BC) =k-(AB+AZﬂ—BC) =k-AB+AZj,

Determinaremos a continuacion el valor de k. Para ello, basta observarque AD = k- AU - 2R =k - h,
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La relacidon — + — = — se expresard del modo:
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(=) Siel AABC es el sublime, podemos suponerque b =c = 1,a = -

Asi de este modo, k = 12A = 21 - = 10_2\/5. Probaremos que entonces se verifica k = 4a§ > = 10-2v5
cos?3 cos~ 18 5 ac +2c¢*—a 5
Para ello,
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(&) Si se verifica la relacién TR T k= e 2%
Si suponemos que b = ¢ = 1, entonces:
4a 1 1 1 4a 4 4a 4
a+2— a? 2A a a+2—-a®> 4-—a R-a)a+1) QC-a)2+a)
cos®5 a 1-— T
a 1 2 -1+V5 .
—=—>a“4+a—-1=0-a= .Por tanto, el AABC es el sublime.
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(=) Siel AABC es el sublime, podemos suponerque b =c =1,a = o

1 1
[CFD] = ECD -DF -sin(180° — A — a) = ECD - DF -sin(A + a)

1 1
[BFD] =§BD -DF -sina =ECD -DF -sina

Por tanto,
[CFD] _sin(4 +a)
[BFD]  sina

EI AB' DF es is6sceles ya que BF = BD. Como ademds, 4BDB = g, entonces:

[CFD] sin(A+ a) sin72° 1++/5
= - = — =2-cos36° = =¢
[BFD] sina sin 36° 2

A
ABDF=a=45°—z=36°;A+a=72°—>

[cFD] _ sin(4+a)
[BFD] ~  sina

(&) Sea ahora que se verifica ¢ =

Como quiera que:
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sin*;‘ - % = ‘Izﬁ N ;—‘ =18° > A=36%B = C = 72° » AABC es sublime.




