
 

Problema 1052. 
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Solución de Florentino Damián Aranda Ballesteros (Córdoba).  

Sean las notaciones habituales, 𝑎 = 𝐵𝐶, 𝑏 = 𝐶𝐴, 𝑐 = 𝐴𝐵. 

Una vez realizadas las construcciones pertinentes observamos la semejanza de triángulos ∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴𝐵′𝐶′ . 

Por tanto, podemos establecer que  𝐴𝐵′ = 𝐴𝐶 ′ = 𝑘 · 𝐴𝐵;  𝐵′𝐶 ′ = 𝑘 · 𝐵𝐶. 

Al verificarse que 𝐴𝐹 = 𝑘 · 𝐴𝑊 = 𝑘 ·  𝑠 − 𝐵𝐶 = 𝑘 ·  
𝐴𝐵+𝐴𝐶+𝐵𝐶

2
−𝐵𝐶 = 𝑘 ·

𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
, 

Determinaremos a continuación el valor de k. Para ello, basta observar que 𝐴𝐷 = 𝑘 · 𝐴𝑈 →  2𝑅 = 𝑘 · ℎ𝑎  

Como quiera que 2𝑅 =
𝑎

𝑠𝑖𝑛𝐴
; ℎ𝑎 = 𝑐 · 𝑐𝑜𝑠

𝐴

2
→ 

𝑘 =
2𝑅

ℎ𝑎
=

𝑎

𝑐 · 𝑠𝑖𝑛𝐴 · 𝑐𝑜𝑠
𝐴
2

=
𝑎

2𝑐 · 𝑠𝑖𝑛
𝐴
2  · cos2𝐴

2

=
𝑠𝑖𝑛

𝐴
2

𝑠𝑖𝑛
𝐴
2  · cos2 𝐴

2

=
1

cos2 𝐴
2

 

 

La relación 
1

𝐴𝐵
+

1

𝐵𝐶
=

2

𝐴𝐹
 se expresará del modo: 

1

𝐴𝐵
+

1

𝐵𝐶
=

2

𝑘 ·
𝐴𝐵+ 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶

2

⇔
1

𝑐
+

1

𝑎
=

4

𝑘 ·  2𝑐 − 𝑎 
→ 𝑘 =

4𝑎𝑐

𝑎𝑐 + 2𝑐2 − 𝑎2
 

 

 

 



 ⇒  Si el ∆𝐴𝐵𝐶  es el sublime, podemos suponer que 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑎 =
−1+ 5

2
.  

Así de este modo,  𝑘 =
1

cos2𝐴

2

=
1

cos2 18°
=

10−2 5

5
. Probaremos que entonces se verifica 𝑘 =

4𝑎𝑐

𝑎𝑐 +2𝑐2−𝑎2
=

10−2 5

5
 

Para ello, 

𝟒𝒂𝒄

𝒂𝒄 + 𝟐𝒄𝟐 − 𝒂𝟐
=

2 −1 +  5 

−1 +  5
2

+ 2 −  
−1 +  5

2
 

2 =
2 −1 +  5 

3 +  5
2

−
3 −  5

2

=
2 −1 +  5 

 5
=
𝟏𝟎− 𝟐 𝟓

𝟓
= 𝐤 

(⇐) Si se verifica la relación 
1

𝐴𝐵
+

1

𝐵𝐶
=

2

𝐴𝐹
→ 𝑘 =

4𝑎𝑐

𝑎𝑐+2𝑐2−𝑎2 =
1

cos 2𝐴

2

  

Si suponemos que 𝑏 = 𝑐 = 1, entonces: 

𝑘 =
4𝑎

𝑎 + 2 − 𝑎2
=

1

cos2𝐴
2

=
1

ℎ𝑎
2 =

1

1−
𝑎2

4

→  
4𝑎

𝑎 + 2 − 𝑎2
=

4

4 − a2
→

4𝑎

 2 − 𝑎 (𝑎 + 1)
=

4

 2 − 𝑎  2 + 𝑎 
 

𝑎

𝑎+1
=

1

2+𝑎
→ 𝑎2 + 𝑎 − 1 = 0 → 𝒂 =

−𝟏+ 𝟓

𝟐
  .Por tanto, el ∆𝐴𝐵𝐶  es el sublime. 

 ⇒  Si el ∆𝐴𝐵𝐶  es el sublime, podemos suponer que 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑎 =
−1+ 5

2
.  

 𝐶𝐹𝐷 =
1

2
𝐶𝐷 · 𝐷𝐹 · sin 180° − 𝐴 − 𝛼 =

1

2
𝐶𝐷 · 𝐷𝐹 · sin 𝐴 + 𝛼  

 𝐵𝐹𝐷 =
1

2
𝐵𝐷 · 𝐷𝐹 · sin 𝛼 =

1

2
𝐶𝐷 · 𝐷𝐹 · sin 𝛼 

Por tanto, 

 𝐶𝐹𝐷 

 𝐵𝐹𝐷 
=

sin 𝐴 + 𝛼 

sin 𝛼
 

El ∆𝐵 ′𝐷𝐹 es isósceles ya que 𝐵𝐹′ = 𝐵𝐷.  Como además,  ∡𝐵𝐷𝐵 ′ =
𝐴

2
, entonces: 

∡𝐵𝐷𝐹 = 𝛼 = 45° −
𝐴

4
= 36°; 𝐴 + 𝛼 = 72° →  

 𝐶𝐹𝐷 

 𝐵𝐹𝐷 
=

sin 𝐴 + 𝛼 

sin 𝛼
=

sin 72°

sin 36°
= 2 · cos 36° =

𝟏 + 𝟓

𝟐
= 𝝓  

 ⇐  Sea ahora que se verifica  𝜙 =
 𝐶𝐹𝐷 

 𝐵𝐹𝐷 
=

sin  𝐴+𝛼 

sin 𝛼
 

Como quiera que: 

𝛼 = 45° −
𝐴

4
→ 𝜙 =

sin 𝐴 + 𝛼 

sin 𝛼
=

sin  
3𝐴
4

+ 45° 

sin  45° −
𝐴
4
 

=
sin

3𝐴
4

+ cos
3𝐴
4

− sin
𝐴
4

+ cos
𝐴
4

=
 sin

3𝐴
4

+ cos
3𝐴
4
  sin

𝐴
4

+ cos
𝐴
4

  

cos
𝐴
2

 

𝜙 =  

 
 

sin
3𝐴
4

· sin
𝐴
4

+ cos
3𝐴
4

· cos
𝐴
4                   

cos
𝐴
2

+ sin
3𝐴
4

· cos
𝐴
4

+ cos
3𝐴
4

· sin
𝐴
4                   

sin 𝐴

 

 
 

cos
𝐴
2

= 1 + 2 sin
𝐴

2
→  

sin
𝐴

2
=

𝜙−1

2
=

−1+ 5

2
→

𝐴

2
= 18° → 𝐴 = 36°; 𝐵 = 𝐶 = 72° →  ∆𝑨𝑩𝑪 𝒆𝒔 𝒔𝒖𝒃𝒍𝒊𝒎𝒆.  


