Pr. Cabri 1056

Enunciado

Sea ABC un triangulo equildtero, y sea Q su circunferencia inscrita de radio r.

Sea P un punto arbitrario de la misma.

Construyamos los equilateros PAD, PBE, PCF, y los APM, BPN, CPO.

Probar que los tridngulos DEF y MNO son equivalentes a ABC

Probar que las circunferencias circunscritas a DEF y a MNO son tangentes a Q, tienen
sus centros en Q y sus radios son 2r.

Barroso, R. (2022)

Solucion

de César Beade Franco

Consideremos el tridngulo A(0,2), B(-+/3, -1) y C(+/3 , -1) equiladtero cuya circunfer-
encia inscrita esta centrada en I(0,0) y tiene radio 1.

En este caso P es de la forma P(Cosw,Senw) con w e (0,2m).

Giramos A, B y C en sentido horario alrededor de P vy obtenemos

D(% (Cos[w] -3 (-2+8in[w]) ), % (2+\/?COS[W] +Sin[w)),

E( (Cos[w] -3 (2+sin[w])), - (2++3 Cos[w] +Sin[w])) y
F(Z (Cos[w] -3 Sin[w]), - (-4++/3 Cos[w] +sin[w])).

Y Si hacemos en sentido antihorario,
M (3 (Cos[w] +V/3 (-2+sin[w])), - (2-+/3 Cos[w]+sin[w]) ) , N (
> (cos[w] ++/3 sin[w]), £ (-4-+/3 Cos[w] +Sin[w])) y

O( (Cosw] +V/3 (2+sin[w])), 3 (2-V3 Coslw] +sin[w]]).

Estos dos triangulos tienen lados paralelos al ABC. Por ejemplo ﬁ=(2 A3, O)=B_C lo
gue indica ademas que esos lados tienen la misma longitud. Asi pues DEF y MNO son
equilateros equivalentes a ABC.
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Calculamos las circunferencias circunscritas a DEF y MNO que denominamos a y .
Logicamente estas circunferencias tienen radio 2 y sus centros son respectivamente,
Ol(Cos(w+§),Sen(w+§)) y OZ(Cos(w—g),Sen(w—g)), situados sobre Q. Sus puntos

diametralmente opuestos respecto a Q,
T1(Cos(w—23—”),Sen(w—23—”)) y T2(Cos(w+ %”),Sen(w+ 27”)) pertenecen también a a y B,

respectivamente por lo que son puntos de tangencia de cada una de estas circunferen-
cias con Q.

Como el angulo PIO1 mide 60° el triangulo PIO1 es equilarero y por el mismo motivo lo
es PIO2.
Se puede demostrar que por A, B,C, D, E y F pasa una conica, lo mismo que por A, B,

C, M, Ny O.



