Ejercicio 3728. Sea ABC cuyo angulo A es mayor que 90°. Las rectas simétricas de BC con respecto a AB
y AC se cortan en D. Demostrar que la recta DA contiene al circuncentro del triangulo ABC.

(Fase local OME 2022, 14 de enero de 2022, Castillay Ledn)
Solucién:
Podemos reescribir el enunciado de este ejercicio de la siguiente forma: *“ Dado un tridngulo ABC con incentro

I, demostrar que la bisectriz Al contiene al circuncentro del tridngulo IBC “. Vamos a hacerlo de dos formas
distintas:

@® Considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el punto T, eje de
abscisas en la recta BC y eje de ordenadas en larecta Tl y llamando u= a+Tb—c y v= —a_TbJrC,
resulta que:

T=(0,0)
B=(v,0)
C=(u,0)
1=(0,r)

por lo que la ecuacion de la circunferencia circunscrita al tridngulo IBC es:

x2+y2—(u+v)x—(r2?uvjy+uv=0

2
siendo su centro el punto W = (M r<+ uv).

2 ' 2r
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Ademas, las ecuaciones de las rectas polares de estos dos puntos con respecto al incirculo del tridngulo
ABC, cuya ecuacion es:

X2+ (y—r)’=r2=>x2+y2-2ry=0

son:
00-r|1
pBEO=(1 xy) 010 V |=VX-Ty
-ro 1 0
-r | 1
pCEO=(1xy) 010 U [=ux—ry
-ro 1 0

por lo que los puntos de contacto de las rectas tangentes al incirculo trazadas desde los puntos B y D
estan determinados por las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

{0=x2+y2—2ry T=(0,0)
_ = _(_2r’v_ 2rv?
0=vx-ry Q_(v2+r2’v2+r2)

— w2 y2_ T=(0,0)
{O X +ye—2ry :{

_ _(_2r% 2ru2)
0=ux-ry P_(v2+r2’v2+r2
siendo:
— ) [ ( ) ]
_RrA_N_l1 v 0 _ v[2rvx + (vZ —r?)y — 2rv?
PA=BQ=0= 2rav. 2n? | V242
Lvere verr
. ’ [ ( ) ]
—cp=0=|1 u 0 _ v[2rux + (u? —r?)y — 2ru?
Be=CP=0= 2r2u 2ru® | uz+r2
Lverre vrr

y, como A=BANCA, entonces, las coordenadas del punto A estan determinadas por la solucion del
siguiente sistema de ecuaciones:

0=2rvx+ (V2 —r)y-2rv2 _(rz(u+v) 2ruv)
0 =2rux+ (u? —r?)y —2ru? “LUr2+uv ’'r2+uv

Finalmente, como:

r2(U+v) 2ruv
rZ+uv r2+uv

1 0 r =0
1 u+v rZ+uv
2 2r

entonces, los puntos A, | y W estan alineados, es decir, el punto W estéa situado sobre la bisectriz Al.
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Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, como la ecuacion de una
circunferencia general que pase por los puntos B y C es de la forma:

c2xy +b?xz +a?yz—ux(x+y+2)=0(ueR)

imponiendo que pase por el punto I=(a:b:c), obtenemos que u=bc, por lo que la ecuacion de la
circunferencia circunscrita al tridngulo IBC es:

0 = c2xy + b?xz + a%yz — bex(x +y +z) = —bex? + ¢(c — b)xy + b(b — ¢)xz + ayz

estando las coordenadas de su centro W (conjugado de la recta del infinito) determinadas por la
solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

—2bc  c(c—b) b(b-c) 1
0=(xyz) clc-b) © a2 i

blb-¢c) a? 0 0 i 2. |

—2bc clc—b) blb—c) =W=(-a2:b(b+c):clb+c))
0=(xyz) clc-b) © 22 0

b(b-c) a2 0 1

Finalmente, como:
1 0 0
a b c =0
-a2 b(b+c) cb+c)

entonces, los puntos A, | y W estan alineados, es decir, el punto W esta situado sobre la bisectriz Al.
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