Problema 409. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

Dados losradiosa y b y la distancia entre los centros ¢, de dos circunferencias intersecantes, encontrarel drea
del cuadrilatero formado por las rectas tangentes en los puntos de interseccién de ambas.

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros. Cordoba (Espaina).

En la construccién adjunta se muestran las circunferencias de centros A y By radios, a y b,
respectivamente.

Sean T y T, los puntos de
interseccion entre ambas

circunferencias.
AB = c.

Por fin, sean DT y DT las
tangentes correspondientes a la
circunferencia de centro A y
sean CT y CT’, las tangentes
asociadas a la circunferencia de
centro B.

Sea [CTDT'], el valor del &rea del cuadrildtero CTDT’.Bastara para nuestro propdsito calcularel drea
del ACTD,ya que [CTDT'] = 2 - [ACTD].

Ahora bien, del AABT conocemos su area por la formula de Herdn:

[AABT] = \/s(s — a)(s —b)(s — c) siendo s = %(a +b+c).

Asi resulta que,

2[AABT] _ 2y/s(s—a)(s —b)(s —c)

c c
2
Por el Teorema del cateto aplicado al tridngulo rectangulo AATD, AT? = AH - AD - AD = AT

AH
Como AH? = AT?* — h3 = a® — hZ, resulta que:

hy=HT =
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AH? = @®
¢ c? 4c2
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AH?
4c2 4c2

Por tanto,
AT? 2a’c

AD = =
AH  a? — b? +¢2

De igual manera, obtendriamos el valor de la longitud de BC:
BC = 2b%c
"~ —a? 4 b2 4 ¢?




Observamos que sélo pueden darse los siguientes dos casos, debido a la igualdad entre los angulos
Z3ATC y 4BTD.En un caso, los puntos C y D son exteriores y en el otro caso, interiores al AATB.

AATC = ABTD = § — 4ATB AATC = ABTD = 4ATB — g

En cualquier caso, siempre tenemos que:
2a%c 2b%c

+ —C
a?—b%2+c2 —a?+ b%+ c?

CD =AD+ BC—- AB =

Por fin, el drea [CTDT'] = 2-[ACTD] =CD - h;
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[CTDT'] = ( 1)2\/s(s—a)(s—b)(s—c)
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[CTDT'] = (@ b7+ D)~ + D2 1 F) 2\/5(3 —a)(s=b)(s—c)

" 16(s—a)(s—b)(s—c)s — — —
[CTDT'] = @b T D) (- b2t D) 2y/s(s —a)(s=b)(s—c¢)
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