Problema . Sea ABC un tridngulo isdsceles tal que A BAC = %Z La bisectriz del &ngulo A CBA corta al

lado AC enel punto D. Probar que:
BD+DA=BC
(LVIII OME, 1 de abril de 2022)
Solucion:

Vamos a hacerlo de dos formas distintas:

@® Como ABAC-= T A necesariamente, ha de ocurrir que b =c, por lo que:

9 2
2 a2
SA:2b2a2
sszscz%

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, como D=(a:0:b),

resulta que:
5 b4 _ b2
AD? = (asb)? = AD = 2:D
’b(a + 2b)
BDZ:a—
(a+b)?
por lo que:
) 2 a’b(a+2b) b2 \?  a®-3ab%+hd
BD? - (BC-DA)" = (a+D)> _( _a+b) =7 a+b
y, por tanto:

AACB=Z <L 9 a\d a
BD+DA=BC “"*%" ¥ BD?= (BC - DA) @a3—3ab2+b3:0@(6) —3(B)+1=o

siendo, segun el Teorema del Coseno:

az= 2b2[1 - cos(%zj] = (%)2 = 2[1 - cos(%z)] = % = \/2[1 - cos(%”)]

Basta, pues con probar que cos(%z) es una raiz de la ecuacion:

[/20-%) ] -3,20-%) +1=0

lo cual vamos a hacer a continuacién. Como el polinomio de Chebyshev para n=9 es:

To(x) = 256x° —576x7 + 432x5 — 120%° + 9x
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Tg[cos(%”)] =cos(57) =—1

entonces, cos(%”) es una de las raices de la ecuacién:

0 = 256x° — 576X7 +432x5 — 120x3 + 9x — 1 = (x + 1)(2x — 1)*(8x3 — 6x — 1)?

y, como -1+ cos(‘%”) * % resulta que es una de las tres raices de la ecuacion:

0=8—6x-1=-{[ 20— | -3/20—x) +1][[/20—x) | -3/20-x) -1]

Finalmente, el Teorema de Bolzano nos asegura que:

3
© Laecuacion [,/2(1—x) ] -3,/2(1—-x) +1=0 tiene, al menos, dos raices reales.

3
® La ecuacion [1/2(1—x) ] -3,/2(1-x) —1=0 tiene, al menos, una raiz real, en el intervalo

(—1, —%) que no contiene a cos(%”), ya que cos(%”) > cos(%”) = —%.

Sn

y, como la ecuacion 8x3 —-6x—1=0 tiene, exactamente, tres raices reales, entonces, cos( 9 ) no es

3
raiz de la ecuacion [./2(1 -X) ] —-3,/2(1-x) —1=0 y, por tanto, es raiz de la ecuacion:

[J20-%) ] -3,20-%) +1=0

@ Intercambiando los papeles de los puntos A y B:

LBA+AD=BC?

c
y considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC, como:

{ABEZ=0 BD=c2x+(a2—b2+c?)z=0

=
BC=x=0 simetriaaxial
entonces:

D=BDNCA=(a?2—b?2+c2:0:-c?)
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por lo que:

AD? = (azbj—ck:z)z b D= azbfzbz
Ademas:
© Como:
2 S—% -1 2 2
se= s =Soot28) =5 GF5t) 5 S| =S,
S
entonces:

S§—S*  (ab+hb%-c?)(ab—b?+c?) L g c2—b?

O:SC_ ZSB = a2—b24+c2 b<ca_ b

@ Como, seglin el Teorema del Coseno:

(ngbz)z _ a2 fb2+(;2_2b(:cos(2?n)=b2+CZ+bC

entonces:

c(b®+3b2c—c?)
b2

2
Oz(cz_sz —(b2+c?+bc) = =b3+3b%c-c*=0

Finalmente, como:

e  -b)(bP+3b%-c?)
AD-(BC-BA) =7 —(a-c)= b(c2 - 2b2) -

entonces:

AD=BC-BA=BA+AD=BC
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