Ejercicio 3746. Dados los radios a y b vy la distancia entre los centros, ¢, de dos circunferencias
intersecantes, encontrar el area del cuadrilatero formado por las rectas tangentes en los puntos de interseccion de
ambas.

(La Gaceta de la RSME, Vol. 25 (2022), Nim. 1, Ejercicio 409)

Solucién:

Llamando A al centro de la circunferencia de radio b, B al centro de la circunferencia de radio a, C y D a
los puntos de interseccion entre ambas circunferenciasy P y Q a los otros dos vértices del cuadrilatero y
considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, como las ecuaciones de estas dos
circunferencias son:

(A) = 0=c2xy + b?xz +a%yz — [b?x + (b2 — c2)yl(x +y +2)
(B) =0=c2xy+b?xz+a%yz—[(a®-c?)x+a%yl(x+y+z)

entonces, las ecuaciones de las rectas tangentes a ellas en el punto C son:

b2 b%? Db?
tAzO=(x y z) b2 b2-c? Sc
b2 Sc 0

tAEo=b2X+Scy

=
a?-c? a? Sc ts =0=Scx+a?y
tBEO=(x y z) a? a? a?
Sc az 0

R OO —» OO

por lo que:

P=taNAB=(-Sc:b2:0)
Q=taNAB=(a?:-Sc:0)
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y, por tanto:

0 0 1

a? -Sc 0
(CQPp) | =Sc b® 0|  (ca+b+c)a-b+c)a+b-c)a+b+c)
(ABC)  (a2-Sc)(b2-Sc) (—a2 +b2+c2)(a2 —b2 +c2?)

Finalmente, como:

(ABC) = «/(—a+b+c)(a—b+i)(a+b—c)(a+b+c)

resulta que el area pedida es:

A=2(CQP)

(ca+b+c)a—b+c)a+b-c)a+b+c)]/(a+b+c)a-b+c)a+b-c)a+b+c)

=2 (Ca2+ b2 + c2)(a2— bz + c2) 2

_[(catb+c)@a-b+c)atb-c)a+rb+c)l®
B 2(-a2 +b2 +c2)(a2 - b2 +c2)
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