
Problema 1057.  (propuesto por Miguel-Ángel Pérez García-Ortega)  Dado un segmento  BC,  determinar el
lugar geométrico que debe describir el punto  A  para que el ortocentro  H,  el  A-Humpty punto    y el  Hu

A-Dumpty punto    del triángulo  ABC  sean concíclicos con el punto  A.Du

Solución:

Si  A  es uno de estos puntos y  O  es el circuncentro del triángulo  ABC,  considerando coordenadas
baricéntricas con respecto a dicho triángulo, como:






O  (a2SA : b2SB : c2SC )
H  (SBSC : SASC : SASB )

y las ecuaciones de la mediana y la simediana correspondientes al vértice  A  son:






AG  0  y  z
AK  0  c2y  b2z

al ser     y    los puntos proyección ortogonal de  H  y  O  sobre las rectas  AG  y  AK,  respectivamente, seHu Du

verifica que:






Hu  (a2 : 2SA : 2SA )
Du  (2SA : b2 : c2 )

por lo que:

(AHuDu )  c2xy  b2xz  a2yz  b2  a2

b2  c2 y  c2  a2

b2  c2 z (x  y  z)  0

e, imponiendo que el punto  H  esté situado sobre esta circunferencia, obtenemos que:

8(b  c)(b  c)S2SA(a2b2  a2c2  b4  c4 )  0 







SA  0
ó

a2b2  a2c2  b4  c4  0

siendo el resultado obvio cuando    ya que, en este caso, el triángulo  ABC  es rectángulo en  A  y, porSA  0,
tanto,    Además, considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en elH  A.
punto medio  M   del segmento  BC  y eje de abscisas en la recta  BC  y tomando como unidad de medida la
semilongitud del segmento  BC,  si    como:A  (x, y) (y  0),






C  (1, 0)

B  (1, 0) 










a  BC  2

b  AC  (x  1)2  y2

c  AB  (x  1)2  y2

entonces:

(x2  y2 )2  2(x2  x2 )  14  22
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por lo que el punto  A  ha de estar situado sobre el óvalo de Cassini cuyos focos son los puntos de intersección
entre la recta mediatriz del segmento  BC  y la circunferencia que tiene por diámetro a dicho segmento y cuyo
producto de distancias es igual a  BC.
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