TRIANGULOS CABRI
1 de septiembre al 15 de octubre de 2022

Problema 1058. (propuesto por Angel Montesdeoca) Construir, sobre los lados AB y AC de un triangulo
ABC, pares de puntos P y Q, respectivamente, tales que:

AP=PQ=QC
Solucion:

En primer lugar, debemos tener en cuenta que, para cualquier tridngulo ABC, existen dos soluciones “triviales”
(P,Q) vy (P',Q), siendo Q=A y PA=b=PA’', tal como se muestra en la siguiente figura:

en la que consideraremos que el par (P,Q) tiene orientacién negativa y que el par (P',Q) tiene orientacion
positiva. Una vez tenido en cuenta esto, considerando coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo ABC,

O Sielpar (P,Q) tiene orientacion negativa, como:

.. ) P=(-t:t:0)
JteR { Q=(t:0:b-t)

siendo AP?2=12=QC?, y:

PQ? - (-a+b+c)a+b+c)t?—b(-a+b+c)la+b+c)t+b3c
- bc
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al ser, seglin el Teorema del Coseno, —a?+b?+c?+bc = bc(l +2cos A), resulta que:

(t—b)[(-a?+b%+c2+bc)t—b%c]  z _ 4x. 2%
bc 2 fAi 3
0=PQ? -t = (t-b)’ A3
~b(t-b) A=2L
por lo que vamos a distinguir cinco casos:
D Si 0<A<%, como:
P=(c-b:b:0)
t=b Q=(1:0:0)=A
(t—b)[(=a? + b2 +c? + be)t— b?c] _0 6 )
be T b2c - 0
'= 77 b2+cZ+be P=(-a?+c?+bc:b?:0)
Q=(bc:0:-a?+b%+c?)

entonces, tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a2+c2+bc:b%:0)
Q=(bc:0:-a?+b2+c?)

que verifica que:

© Elpunto P estd situado en el interior de la semirrecta con origen en A que contiene a B,
ya que Su peso es:

—a2+b2+c2+bc=hc(1+2c0sA) > 0
A<

® AP2 = b4c2 = b2 = AP = #
(_a2 +b2+c2+ bC)2 (1 + 2005/&)2 1+2cosA>0 1+ 2COSA

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el triangulo ATC es rectangulo, entonces, AT = bcosA, por lo que:
AA' = 2AT = 2bcos A

+ Como el cuadrilatero CAA’A’’ es un paralelogramo, entonces, A’A” =AC =b, por lo que,
girando, con centro A’ el punto A’ hasta el punto U, resulta que:

AU=AA"=b
y, por tanto:
AU =AA' +A'U =2bcosA+b=b(1+2cosA)

* Concentro A, giramos el punto C hasta el punto C’, de formaque AC'=AC =bh.
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X La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los triangulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

! 2
b(1+ZcosA) 1+2cosA

y, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Concentro P, giramos el punto A hasta el punto Q.

P=(c-b:b:0)
Q=(1:0:0)=A

(t—b)2=0:>t=b:>{

entonces, tenemos Unicamente la solucién trivial correspondiente.

T _x_ 21 .
® Si 2<A< 3 como:
P=(c-b:b:0)
t=b Q=(1:0:0)=A
(t—b)[(-a% +b? +c? + be)t — b?c] 6 ,
be =0=> b2 > 0
c
U= 27 b2+cZ1bo P=(-a2+c?+bc:b?2:0)
Q=(bc:0:-a%+hb?+c?)

entonces, tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a?+c?+bc:b?:0)
Q=(c:0:-a?+b%+c?)
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que verifica que:

© Elpunto P estd situado en el interior de la semirrecta con origen en A que contiene a B,
ya que Su peso es:

—a2+h2+c?+bc=bc(1+2cosA) > 0
A<2—3"
b2 b? L ap__ b

® AP?2= 7 = ~2 2 PP A
(~a2 +b2 +c2+hc) (1 " 2COSA) 1+2c0s A>0 1+2cosA

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el triangulo CTA es rectangulo, entonces, AT=b cos(n —,&) =—bcosA, por lo que:
AA’ = 2AT = —2b cos A

+ Con centro A, giramos el punto A’  hasta el punto W, de forma que
AW =AA' =-2bcosA ', si con centro en el punto medio M del segmento AC, giramos el
punto W hasta el punto W’, resulta que:

AW' = AC—W'C=b—AW =b+2bcosA=h(1+2cosA)

* Con centro A, giramos el punto W’ hasta el punto U vy el punto C hasta el punto C’,
siendo:

AU = AW' = b(1+2bcosA)
AC'=AC=b

X La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los tridngulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

AU b(1+2cosA) 1+2cosA

AP
y, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Concentro P, giramos el punto A hasta el punto Q.
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@ Si ﬂz%”, como

P=(c-b:b:0)

t—b=0:>t=b:>{ Q=(1:0:0)=A

entonces, tenemos Gnicamente la solucion trivial correspondiente.

® Si 2% <A<z como:

3
P=(c-b:b:0)
t=b Q=(1:0:0)=A
(t—b)[(=a? + b? + c? + bc)t — b?c] 0 6 )
bc =U= bZC = 0
=27 b2+ c2+bc P=(-a?+c2+bc:b?:0)
Q=(bc:0:-a2+b%+c?)

entonces,tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a?+c?+bc:b?:0)
Q=(bc:0:-a?+b2+c?)
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que verifica que:

© Elpunto P esta situado en el interior de la semirrecta con origen en A que no contiene a
B, ya que su peso es:

—a2+h2+c?+bc=bc(1+2cosA) < 0
Ak
bfc? b? > AP=-

® AP?= = T
(_aZ +b2+c2 +bC)2 (l+2COSA)2 1+2cos A<0 1+2cosA

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el triangulo CTA es rectangulo, entonces, AT=bcos(n—ﬂ)=—bcosﬂ, por lo que:
AA' = 2AT = —2bcos A
4+ Con centro A, giramos el punto A’ hasta el punto A, de forma que
AA" = AA’' =-2bcosA v, si con centro en el punto medio M del segmento AA’’, giramos
el punto C hastael punto C’’, resulta que:

AC"=CA" = AA" = AC = —-2bcosA—b = -b(1+2bcosA)

* Con centro A, giramos el punto C’’ hasta el punto U y el punto C hasta el punto C’,
siendo:

AU = AC" = —b(1+2bcosA)
AC'=AC=b

X La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los triangulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

Ay AC-AC' _ b? b

=— — = — =AP
AU b(1+2cosA) 1+2cosA

Yy, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Con centro P, giramos el punto A hasta el punto Q.
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® Sielpar (P,Q) tiene orientacion positiva, como:

.. P=(-t:t:0)
FteR { Q=(-t:0:b+t)

siendo AP?2=12=QC?, y:

PQ? = (@a-b+c)@a+b-c)t?—bl@a—b+c)@a+b—c)t+bsc
a bc

al ser, segtn el Teorema del Coseno, —a%+b2+c?-bhc = bc(2 COsA — 1), resulta que:

(t+b)[(-a2 + b? +c2 —bc)t — b2c] AT

_ be zitAqt 3
0=PQ2-t2= (t+b)° A=Z
b(t+b) A=Z
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por lo que vamos a distinguir cinco casos:

@ Si 0<A<%, como:

{P:(c+b:—b:0)

t=-b Q=(1:0:0)=A
a2 2 2 _ _h2 P
(t+b)[(-a?+b J(r:c bc)t—b2c] 0o %2 - 6
t:—a2+b2fcz—bc P=(-a?+c?-bc:b%:0)
Q=(-bc:0:-a?+b%+c?)

entonces, tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a2+c?2-bc:b?:0)
Q=(-bc:0:-a%?+b?+c?)

que verifica que:

© Elpunto P esta situado en el interior de la semirrecta con origen en A que contiene a B,
ya que su peso es:

—a2+b2+c2—bc=bc(2c0sA-1) > 0

4
A<3

2 _ bc? _ b2 _ b
® AP?= 7 = N serne T T oA
(-a2+b2+c2-hc) (2 Cos A — 1) 2cosA-1>0 2cosA-1

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el triangulo ATC es rectangulo, entonces, AT = bcosA, por lo que:
AA’ = 2AT = 2bcosA

+ Concentro A, giramos el punto C hasta el punto C’, de formaque AC'=AC=Db Y, por
tanto:

A'C' = AA’ —~AC' = 2bcosA—b=b(2cosA—1)
* Concentro T, giramos el punto C’ hasta el punto U, de forma que:
AU=A'C' =b(2cosA—1)

X La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los tridngulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

AV = AC-AC' _ b? _ b _
AU b(2cosA-1) 2cosA-1

AP

y, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Concentro P, giramos el punto A hasta el punto Q.
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@ Si Az%, como
P=(c+b:-b:0)
t+b=0=>t=-b
- :{Q=(1:0:0)=A
entonces, tenemos Unicamente la solucion trivial correspondiente.
i T _A_ T .
® Si 3<A<2, como:
P=(c+b:-b:0)
s o s , t=-b Q=(1:0:0)=A
(t+b)(-a2+b J(r:c —be)t—b?c] 0o 0 - 6
t=m P=(-a?+c?—bc:b?:0)
Q=(-bc:0:-a?+b2+c?)

entonces, tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a?+c?—-bc:b%:0)
Q=(-bc:0:-a%+b?+c?)
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que verifica que:

© Elpunto P estasituado en el interior de la semirrecta con origen en A que no contiene a
B, ya que su peso es:

—a2+h2+c?—bc=hc(2c0sA-1) < 0

T AL
3 <A<y

b

4A2 2
® APZ= blc b _—
2cosA-1

= = =
(-a2+b2+c2- bc)2 (2 COSA — 1)2 2cosA-1<0

AP =

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el triangulo ATC es rectangulo, entonces, AT =bcosA, por lo que:
AA’ = 2AT = 2bcos A
4+ Con centro A, Agiramos el punto A’ hasta el punto A’, de forma que
AA" =AA"=2bcosA yel punto C hasta el punto C’ vy, si con centro en el punto medio

M del segmento AC’, giramos el punto A’’ hasta el punto U, resulta que:

AU=C'A" =AC' —~AA" =AC—-AA" =b-2bcosA = -b(2bcosA—1)
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X La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los triangulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

! 2
—b(ZcosA—l) 2cosA-1

y, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Concentro P, giramos el punto A hasta el punto Q.

>

@ Si =%, como:

P=(c+b:-b:0)

t+b=0:>t=—b:>{ Q=(1:0:0)=A

entonces, tenemos Unicamente la solucién trivial correspondiente.

® Si A>%, como:
P=(c+b:-b:0)
s o s ) t=-b Q=(1:0:0)=A
(t+b)l(-a +bb€c —bc)t—b?c] 0o %2 - 6
t:—a2+b2fcz—bc P=(-a?+c?-bc:b%:0)
Q=(-bc:0:-a?+b%+c?)

entonces, tenemos dos soluciones al problema, la trivial correspondiente y la formada por el par:

P=(-a?+c*-bc:b?:0)
Q=(-bc:0:-a%?+b?+c?)

que verifica que:

© Elpunto P estasituado en el interior de la semirrecta con origen en A que no contiene a
B, ya que su peso es:

~a?+b?+c?—bc=bc(2cosA-1) < 0

.
A>5>%

4A2 2
b b AP=-—bB
2C0sA-1

©® AP2= = =
(—a2 + b2 +c2 —bc)? (2 COSA — 1)2 2c0sA-1<0

por lo que vamos a construir el par (P, Q) siguiendo los siguientes pasos:
A Como el tridngulo CTA es rectangulo, entonces, AT =D cos(n —,&) =—bcosA, por lo que:

AA' = 2AT = —2b cos A
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+ Con centro A, giramos el punto C hasta el punto C’, de forma que AC' =AC =bh.

* Con centro C, giramos el punto A hasta el punto A’’, de forma que CA"=CA=b v,
como el cuadrilatero A’CA’’C’’ es un paralelogramo, resulta que:

A/c// — CA// — b
por lo que, al girar, con centro A’, el punto C’’ hasta el punto U, obtenemos que:
AU=AA"+A'U=AA+A'C" =—2bcosA+b=-b(2cosA-1)

* La recta paralelaa UC pasando por C’ corta a la recta AC en el punto V, de forma que
los triangulos AC’V y AUC son semejantes, por lo que:

! 2
—b(ZcosA—l) 2cosA-1

y, por tanto, para construir el punto P, basta con girar, con centro A, el punto V hasta el
punto P.

% Concentro P, giramos el punto A hasta el punto Q.
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