Del 16 al 31 de octubre de 2022.

Propuesto por Angel Montesdeoca Delgado, estudioso de Geometria.

Problema 1060.- Construir sobre los lados AB y AC de un tridngulo ABC pares de puntos B' y C', respec-

tivamente, tales que BB' = B'C' = C'C.

Fuente: Montesdecoa A, (2022): Comunicacién personal

Solucidn de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.
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Elegido un punto B’ sobre AB queda
definido €’ sobre AC por la condicién
BB' = CC', y viceversa.

Si se toma como C’ el vértice C del
triangulo, B’ es el vértice B. El segmento
B’C’ coincide con BC vy, obviamente
BB’ = (CC' < B'C'.

Si tomamos B’ coincidiendo con A, el punto
C’ (suponiendo que ¢ > b) estd situado en

la semirrecta CA, fuera del lado vy
B'CC=c—b<BB'=AB =c.

Sea OX = OB + tBA, la ecuacién vectorial
de la recta BA. La funcién que expresa la
diferencia de longitudes f(t) = BB’ — B'C’
es continua en todo su dominio, en
particular en el intervalo [0,1] y por tanto

hay un punto del mismo donde se anula, es decir, EXISTEN B’ y C’ con las condiciones del problema.

En el tridngulo AB’C’ tomando p = BB’ y aplicando el teorema del coseno tenemos la relacién

(b= +(c=p)? — (b —p)c—P)—

Simplificando la expresion se obtiene

—a? + b% +c?

_pz

[bc — (—a? + b? + ®)|p? —[a®> — (b —c)?|(b + ¢)]p + a’bc =0 (E)

Esta es la ecuacién que ha de verificar p para verificar el enunciado.

Si sustituimos a? por su expresién en funcién de b y ¢, segln el teorema del coseno, tendremos:

bc — (—a? + b? + ¢?) = bc(1 — 2cosA) y a®> — (b — ¢)? = 2bc(1 — cos A) que nos permiten obtener

otra expresién de la ecuacion (E).

(1-2cosA)p?—-2(b+c)(1—cosA)p+a?>=0 (E)

El discriminante de esta ecuacién es

A= (b +¢)*(1 —cosA)?> —a?(1 —2cosA) = a?[(1 —cosA)? — (1 —2cosA)] =a?-cos?4 =0

Por tanto siempre tiene solucién, como ya sabiamos.

Para el tridngulo de lados 2, 3 y 4 la ecuacion (E) que verifica p es:

-9p?-21p+48=0
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