TRIANGULOS CABRI
1 al 15 de noviembre de 2022

Problema 1062. (propuesto por Miguel-Angel Pérez Garcia-Ortega) Dado un triangulo ABC, se consideran
los puntos U, V y W de interseccion entre su circunferencia circunscrita y los incirculos mixtilineales
correspondientes a los vértices A, B y C, respectivamente. A continuacién, se consideran las rectas
ta, tn, te, ty, tv ¥ ty tangentes a su circunferencia circunscrita en los puntos A, B, C, U, V y W,
respectivamente. Probar que:

@ Lospuntos Py, =t,Nty, Ppy=tp Nty y Py =t Nt, estan alineados.

® Los puntOS sztaﬂtw Aw:tamtw, Bu:tbmtm sztbmtw Cuztcmtu y Cv:tcmtv estan
situados sobre una coénica.

Las rectas A By, B,Cy ¥ CyA, son concurrentes en el punto Xsg.

Los puntos B, C, V, W, Py, y P, estan situados sobre una conica, que llamaremos I',. Ademas,
esta conica es no degenerada si y s6lo si el triangulo ABC no es rectangulo en A.

® Si el triangulo ABC no es rectangulo y se definen las conicas TI'y y I'c de forma andloga a T,
entonces, I', y I'. son tangentes en el punto P,, I's y T son tangentes en el punto Py, Yy
', y ', sontangentes en el punto P,.

® Larecta t2 tangentecomina I', y I'y enel punto P, larecta t¥ tangente comina I'; y I'; en
el punto Py, yla t% rectatangente comina I'y y T’ enel punto P,, son concurrentes en el punto
Xse.

@ Larecta polar del punto Xs¢ con respecto a la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC es la recta
I:)auvaPcw-

Si llamamos E y F a los puntos de tangencia incirculo mixtilineal correspondiente al vértice A con
las rectas AC y AB, respectivamente, resulta que la recta polar del punto Xz con respecto a dicho
incirculo mixtilineal corta a la recta EF en un punto X situado sobre la recta t, (y, andlogamente,
para los otros dos Vvértices).

Solucién:
Considerando coordenadas baricéntricas con respecto al tridngulo ABC, como, segln se prueba en el Ejercicio

2564 (Lema de Verriér), la recta que pasa por el incentro 1=(a:b:c) del triangulo ABC vy es perpendicular a
la bisectriz interior (y, por tanto, paralela a la bisectriz exterior) correspondiente al vértice A:

X y z
0=|c-b b —|=2bcx—cla-b+c)y—bla+b-c)z
a b c

corta a los lados AB y AC en sus puntos de tangencia con el incirculo mixtilineal, entonces, las coordenadas
de dichos puntos son:

E=(@+b-c:0:2c)
F=(a-b+c:2b:0)

Ademas, como la ecuacidn del incirculo mixtilineal correspondiente al vértice A es de la forma:

a?yz +b2xz +c2xy — (ux +vy +wz)(x +y+2) =0 (u,v,w € R)
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imponiendo que pase por los puntos E y F y seatangente a larecta AC enel punto E (oalarecta AB enel
punto F, daigual), obtenemos que:

__ 4b%®
(a+b+c)?

_ c2(a-b+c)?
(a+b+c)’
b2(a+b—c)?

W=——"""-—
(a+b+c)

por lo que la ecuacion de esta circunferencia es:
(a+b+c)’(ayz + b2xz +c2xy) — [4b2c2x + c2(a—b+c)’y +b2(a+b—c)’z|(x+y+2) =0

estando las coordenadas del punto de tangencia entre el incirculo mixtilineal y la circunferencia circunscrita al
triangulo ABC determinadas por la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

0=(a+b+c)’(a%yz+b?xz+c2xy) — [4b2c2x + c2(a—b+c¢)’y+b2(a+b—c)’z](x +y +2)
0 =a?yz+b?xz+c?xy

luego:
U=(a@a+b-c)@a-b+c):2b?(@+b-c):2c?(a-b+c))
y, razonando de forma totalmente analoga, llegariamos a que:

V=(2a%(a+b-c):-b(-a+b+c)la+b-c):2c2(-a+b+c))
W= (a%(a-b+c):2b%(-a+b+c):—c(-a+b+c)la-b+c))

siendo:
ta=0=c?y+b?z
—0=c2 2
fy=0=c'x+a 2 Pas=ta Nty = (alb—c) : b2 : —c?)
te=0=b"+ay =< Py=t,Nt,=(-a2:b(c—a):c?)
ty=0=4b%’x+c%(a-b+c)’y+b2(a+b-c)’z oy Nt = (a2 - b2 - o(a—b))
t,=0=c?(-a+b+c)’x+4a%c?y+a%(a+b-c)’z v el wm R T
ty=0=b2(—a+b+c)’x+a2(a—b+c)’y+4ab?z
® Como:

alb—-c) b2 —c? b-c b —

-a2 b(c-a) c? =abc|] -a c-a ¢ |=0

a2 b2  c(a-b) a -b a-b

entonces, los puntos P,,, Py, ¥ P, estan alineados.
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@ Considerando el hexagono A,A,B.B.C.,C,, como las rectas que corresponden a lados opuestos
verifican que:

Pau = ta m tu = A\/AW m BuCu
va = tb ﬂtv = BwBu ﬂ CvAV
PCW = tc mtw = CUCV mAwBW

entonces, el reciproco del Teorema de Pascal nos asegura que estos seis puntos estan situados sobre una
conica.

® Como:
A, =t,Nty,=(@%@+3b-c):-b%(-a+b+c):c’(-a+b+c))
Ay =t.Nty=(@%-a+b-3c): -b*(-a+b+c).c’(-a+b+c))
Bu=tyNt, =(-a?(a-b+c):b?Ba+b-c):c*(a-b+c))
Bw=t, Nty =(a@%(@-b+c):b?(-a+b+3c):-c*(a-b+c))
Cu=t:Nty=(@%@+b-c):-b?@+b-c):(-3a+b-c)c?)
Cy=t.Nt,=(@*@a+b-c):-b?@+b-c):c*(-a+3b+c))
entonces:

AB,=0=bc?(-a+b+c)x+ac?(a—b+c)y—ab(a+b)ya+b-c)z

BwCy=0=bc(b+c)(-a+b+c)x—a’c(a-b+c)y—a%b(a+b-c)z

CiAw=0=Db?c(-a+b+c)x—ac(a+c)a-b+c)y+ab?(@a+b-c)z
pudiéndose comprobar, por simple sustitucion, que estas tres rectas concurren en el punto:

Xs6 = (@?(a+b-c)@a-b+c):b?(@a+b-c)(-a+b+c):c?(a-b+c)(-a+b+c))

@ Como la ecuacion de la conica que pasa por los puntos B, C, V, Py, y Py, €S:

(xyz)

abb(a+b-c)?ci(@®+2ab-3b?-c?) 0 a®b(a-b-c)a+b-c)’c(a+b+c)
a’b3(@a+b-c)?c(@®?-b?+2ac-3c? afb(a-b-c)a+b-c)’ca+b+c) 0

-2a*b%(@-b-c)’(a+b-c)?c’ ab(a+b-c)?cd(@®+2ab-3b?-c?) a’b%@+b-c)’c(a®-b?+2ac-3c?) X
y |=0
z

puede comprobarse, por simple sustitucion que el punto W estd situado sobre ella, ya que sus
coordenadas verifican dicha ecuacion. Por tanto, los puntos B, C, V, W, Py, y Py, estan situados
sobre una coénica. Ademas, como:

—2a*b%(a-b-c)’(a+b-c)%c? ab(a+b-c)?c’(@®+2ab-3b2-c?) a’b3(a+b-c)?c(a?-b?+2ac-3c?)
a®b(a+b —c)?c3(a? + 2ab — 3b% - c?) 0 ab(a-b-c)a+b-c)’c(a+b+c) |=4a?0b%(a-b-c)a+b-c)’c(@a-b+c)a+b+c)a-b2-c?)
ab3(@a+b-c)?c(a®?-b?+2ac-3c?) adb(a-b-c)a+b-c)’c@a+b+c) 0

entonces, esta cdnica es no degenerada si 'y solo si a? #b? +c?, es decir, siy solo si el tridngulo ABC
no es rectangulo en A.
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Las conicas T, y I'. son tangentes en el punto P,,, lasconicas I'; y I'. son tangentes en el punto
Py Y las conicas T'y y I', son tangentes en el punto P, Ya que, en cada uno de los tres casos,
ambas coénicas tienen recta tangente comin en los puntos correspondientes, siendo las ecuaciones de
éstas las siguientes:
t% =0=2b%c?(-a+b+c)x—c?(@a-b+c)@a?+b%-c?y-b%(a+b-c)a-hb?+c?)yz
&=0=(-a+b+c)c?(@®+hb%-c?)x—2a%c?(a-b+c)y—a?(@@a+b-c)a?-h?-c?)yz
t® =0=bh?(-a+b+c)(-a?+b?-c?)x+a%(a-b+c)a?-b%-c?y+2a%b%(a+b-c)

Larecta t¥ tangente comina I'y y I', enel punto P,, larecta t¥ tangente comina I'y y I'; en
el punto Py, yla tY rectatangente comina I'y y I'. enel punto P,, son concurrentes en el punto:

Xss = (@%(@a+b—-c)@a—-b+c):b?(@@a+b-c)-a+b+c):c?(a-b+c)-a+b+c))
ya que las coordenadas de este punto verifican las tres ecuaciones anteriores.

Como la ecuacion de la recta polar del punto Xss con respecto a la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC es:

bc(-a+b+c)x+acfa—-b+c)y+abla+b-c)z=0

puede comprobarse, por simple sustitucion que los puntos Py, Py Y Py €sStan situados sobre ella,
por lo que dicha recta coincide con la recta PPy Pew.

Como:
EF =2bcx—cla-b+c)y—b(a+b—-c)z=0

y la ecuacion de la recta polar del punto Xs¢ con respecto al A-incirculo mixtilineal del triangulo
ABC es:

4b%c?(-2a+b+c)x+c2(a—b+c)(-a?+4ab-b? +c?y+b2(a+b-c)(-a2+b?+4ac-c?)z=0
entonces, ambas rectas se cortan en el punto:
X=(b-c)a+b-c)a-b+c):2b%(@a+b-c):-2c*(a-b+c))
gue puede comprobarse, por simple sustitucion, que esta situado sobre la recta:
t, = 4b2c2x + c2(a—b+c)’y+b?(a+b-c)’z=0

ya que sus coordenadas verifican la ecuacion de ésta.
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