
Del 1 al 16 de noviembre de 2022.  

Propuesto por Juan José Isach Mayo, España y Miguel-Ángel Pérez  García-Ortega, profesor de Matemáticas en el IES “Bartolomé-
José Gallardo” de Campanario (Badajoz). 

Problema 1063.- Dado un triángulo 𝐴𝐵𝐶 con incentro 𝐼 e inradio 𝑟, se consideran el centro 𝐽, el radio 𝜌 
de la 𝐴-circunferencia mixtilínea  inscrita y el punto medio 𝑄 del segmento 𝑉𝑊, donde 𝑉 y 𝑊 son los 
puntos de tangencia entre su  incírculo y las rectas 𝐴𝐶 y 𝐴𝐵 respectivamente. 

Probar que: 

1)  a) 1 <
ఘ

௥
=

௃ூ

ூொ
   

 b) ఘ
௥

≤ 2 ⟺ ∢𝐵𝐴𝐶 ≤
గ

ଶ
,  dándose la igualdad si y sólo si el triángulo 𝐴𝐵𝐶 es rectángulo en 𝐴. 

  c)  ఘ
௥

≤ 1 +
௔మ

(௕ା௖)మି௔మ, dándose la igualdad si y sólo 𝑏 = 𝑐. 

2) Dado un segmento 𝐵𝐶 determinar el lugar geométrico que debe describir el punto 𝐴 para que  ఘ
௥

= 𝜑. 
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𝟏) a)  Vamos a utilizar resultados obteni-
dos anteriormente.  

En el problema 702 (2ª quincena de marzo 
de 2014) o en el 522 (octubre de 2009) se 
demostró que el incentro 𝐼 es el punto 
medio del segmento construido con los 
puntos de contacto de la 𝐴-circunferencia 
𝜔 con los lados del ángulo 𝐴, y por tanto 
este segmento es perpendicular a la bisec-
triz de 𝐴.  

En el problema 690 se calcula 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 =
௕௖

௦
  donde 𝑠 es el semiperímetro. 

Sabemos también    que   𝐴𝑉 = 𝐴𝑊 =
𝑠 − 𝑎. Comparando estos dos números es 
inmediato ver que 𝑠 − 𝑎 < 𝑏𝑐/𝑠, o bien 

que ௦(௦ି௔)

௕௖
= cosଶ(𝐴/2)  < 1 de lo cual se 

deduce de inmediato que  ఘ
௥

=
஺ா

஺ௐ
=

௕௖/௦

௦ି௔
=

ଵ

ୡ୭ୱమ ஺/ଶ
> 1.         

La semejanza de los triángulos rectángulos 𝐸𝐽𝐼 y 𝑊𝐼𝑄 sirve para concluir esta parte. 

𝒃)  Si  ఘ

௥
≤ 2  tendremos cosଶ 𝐴/2 ≥

ଵ

ଶ
. El ángulo 𝐴/2 estaría entre los valores de (0, 𝜋/4), por tan-

to 𝐴 es también agudo y recíprocamente. 

𝒄) 1 +
௔మ

(௕ା௖)మି௔మ =
(௕ା௖)మ

ସ௕௖·ୡ୭ୱమ ஺/ଶ
.  Se trata de probar que ఘ

௥
=

ଵ

ୡ୭ୱమ ஺/ଶ
≤

(௕ା௖)మ

ସ௕௖·ୡ୭ୱమ ஺/ଶ
.  

Suprimiendo el coseno de los denominadores se llega a 4𝑏𝑐 ≤ (𝑏 + 𝑐)ଶ ⇔ 0 ≤ (𝑏 − 𝑐)ଶ que es bien 
evidente y se da la igualdad cuando 𝑏 = 𝑐. 

𝟐) El lugar geométrico de 𝐴 ha de ser un arco desde el que se vea el segmento bajo el ángulo definido 

por la condición ఘ
௥

= 𝜑. Teniendo en cuenta que 𝜑ିଵ = 𝜑 − 1, se tendrá cosଶ 𝐴/2 =
ଵ

ఝ
= 𝜑 − 1 =

√ହିଵ

ଶ
. 

A partir de aquí calculamos cos 𝐴 = 2 cosଶ 𝐴/2 − 1 = √5 − 2. 

El lugar geométrico es el arco capaz del segmento 𝐵𝐶 y amplitud arc cos൫√5 − 2൯ = 76.3454°. ∎ 


